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matricama, u kojoj mogu da se predstave svi do sada poznati i nepoznati parovi
komplementarnih sekvenci. U toj kanoni¢noj formi se mogu predstaviti binarne,
polifazne (unimodularne) i QAM sekvence ali i sve druge kompleksne sekvence. Teorija
je potkrepljena brojnim primerima iz gore navedenih familija sekvenci.

Prvo je dat detaljan pregled istorije komplementarnih sekvenci, njihovih osobina,
primena i algoritama za njihovo generisanje. Zatim je pokazano da je uslov
komplementarnosti sekvenci ekvivalentan uslovu koji polinomijalne matrice treba da
ispune da bi bile paraunitarne. Time je stvorena moguénost da se rezultati zrele i detaljno
razradene teorije filterskih banaka u kojoj je nastala teorija paraunitarnih matrica primene
na teoriju komplementarnih sekvenci. Mi smo se bavili samo primenom paraunitarnih
matrica veli¢ine 2 X 2 na teoriju komplementarnih parova. Na sli¢an nacin je moguce
upotrebiti veée paraunitarne matrice da bi se razvila teorija komplementarnih skupova
sekvenci.

Prvi korak u primeni paraunitarnin matrica na komplementarne sekvence bila je
faktorizacija matrica veli¢ine 2 X 2.

Drugi korak je bio da se razvije algoritam kojim se za proizvoljan komplementarni
par odreduju parametri paraunitarne faktorizacije. Na taj nacin je pokazano da je
faktorizacija jednozna¢na i da svakom komplementarnom paru odgovara samo jedna
faktorizacija definisana kompleksnim vektorom koji smo nazvali omega vektor. Takode
je pokazano da se, polaze¢i od bilo kog omega vektora, moze generisati komplementarni
par, $to znaci da smo dobili algoritam koji moZe da generiSe ma koji komplementarni par,
bilo da postoji u literaturi ili ne postoji.

U tre¢em koraku je pokazano kako se, u slucaju kad omega vektor sadrzi dosta nula,
faktorizacija moze napisati S manje faktora i tako se dobija kompaktna kanoni¢na forma.
Takode je definisan stepen kompaktnosti.

U cCetvrtom koraku je pokazano kako se na osnovu kanoni¢ne forme moze realizovati
korelator (prilagodeni filter) 1 da kompaktna kanoni¢na forma daje efikasan korelator.



Rezime

Najzad je teorija primenjena na konkretne primere slede¢ih sekvenci: binarnih,
QPSK (4-PSK) i 16-QAM i 64-QAM komplementarnih. Pri tome su dati primeri za
standardne, nestandardne i komplementarne sekvence te za kernele.

10



Abstract

Abstract

In this thesis, a general canonic form for representing any complementary pair of
sequences is introduced. This canonic form is based on paraunitary matrix representation
and can be applied to any known or still unknown complementary pairs. Numerous
examples of the application of this theory to known binary, QPSK and QAM sequences
are given.

First we give a detailed overview of the history, properties, applications and
algorithms related to complementary sequences. Next we show that the complementarity
condition on the Z-transform matrix representation of a sequence pair is, in fact, a
paraunitary matrix definition. Hence, we show that the study of complementary
sequences is also a study of paraunitary matrices and vice versa. This allows us to borrow
from the rich and mature theory of paraunitary matrices developed in the signal
processing literature on filter-banks. In this thesis we only consider 2-by-2 paraunitary
matrices and the corresponding complementary sequence pairs. In the future, we will
study the relationship of larger paraunitary matrices and the complementary sequence
sets.

Our theoretical contribution consists of several steps.

The first step was to find a unique factorization of 2-by-2 paraunitary matrices. We
introduce a complex omega vector whose elements define the factors in the factorization.

In the second step, we describe an algorithm to calculate the omega vector for a
given complementary pair. It is demonstrated that this calculation is unique and, hence,
any complementary pair can be mapped to an omega vector and vice versa. In this way
new complementary pairs can be constructed.

In the third step we show that, when the omega vector is sparse, the number of
factors in the factorization can be reduced to the number of non-zero omega vector
elements. We call this factorization the compact canonic form.

In the fourth step we introduce the paraunitary generating matrix and demonstrate
that the correlating matrix [matched filter to complementary sequences] can be obtained
by its transposition and conjugation. The correlating matrix is also compact when the
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omega vector is sparse resulting in an efficient correlator. The efficiency of the correlator
is also characterized in the general case.

Finally we verify the theory by applying it to many examples from binary, QPSK to
QAM complementary sequences. For each family, examples from standard, non-standard
and kernel complementary sequences are given.
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1. Uvod

Prva primena sekvenci u obradi signala je opisana u radarskoj tehnici, kada je
otkrivena kompresija impulsa. Prve analogne sekvence su bili linearno-frekvencijski
modulisani impulsi popularno nazvani Cirp (chirp) signali; njihovo ime bi se moglo
prevesti kao cvrkuti. Medutim takvi signali su realizovani u analognoj tehnici. S
razvojem digitalne tehnike pojavljuju se prve digitalne (binarne) sekvence poznate kao
Barkerove sekvence [Barker 53]. Barkerove sekvence postoje samo za duzine 2, 3, 4, 5, 7,
11 13. Bez obzira na male duZzine, one su se dugo primenjivale u radarskoj tehnici posto
su to bile jedine sekvence ¢iji su bo¢ni lobovi imali vrednost koja nije bila veca od
jedinice.

S vremenom se pojavila potreba za duzim sekvencama, posebno kada je u vojnim
komunikacionim uredajima poceo da se primenjuje prenos u prosirenom spektru (Spread
Spectrum). Osobine sekvenci za prenos u prosirenom spektru trebalo je da ispunjavaju
iste zahteve kao osobine sekvenci za kompresiju impulsa. Prva nasiroko poznata i
primenjivana familija sekvenci bile su PN (PseudoNoise) sekvence [Golomb 64] i
[Golomb 67]. One su imale bo¢ne lobove jednake —1 samo ako se posmatraju kao
perodi¢ne sekvence pa su u neku ruku bile sliéne Barkerovim sekvencama. Verovatno su
PN sekvence dozivele veliku popularnost u inzenjerskoj zajednici najvise zahvaljujuci
knjizi koju je Golomb napisao 1967. godine iako se u matematickoj literaturi takve
sekvence spominju jos 1931. godine.

Prvi rad Golej je objavio 1949. godine [Golay 49], ali u casopisu koji se bavi
optikom. Tek 12 godina kasnije, 1961, Golej objavljuje u IRE Transactions on
Information Theory svoj fundamentalni rad [Golay 61] o binarnim komplementarnim
sekvencama, no on biva dugo neprimeéen (u Sezdesetim godinama je bio samo jednom
citiran dok je Golombova knjiga koja je izasla 6 godina kasnije citirana 90 puta u istoj
deceniji). Proslo je skoro 40 godina dok komplementarne sekvence nisu postale nasiroko
prihvacene.

Zanimljivo je napomenuti da se u matematickoj literaturi od 1951. zna za specijalnu
familiju binarnih komplementarnih sekvenci. Ona nosi naziv Rudin-Sapiroovi polinomi
[Shapiro 51], [Rudin 59] (iako neki smatraju da se Rudinu neopravdano pripisuju
zasluge). Dugo posle objavljivanja Golejevog rada nije uoCena veza izmedu te dve oblasti
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a danas se ponekad u literaturi sreée naziv Golej-Rudin-Sapiroove sekvence, odnosno
polinomi. Ovi polinomi nisu nista drugo nego Z transformacija odgovaraju¢ih sekvenci.
Vise decenija posle objavljivanja Golejevog rada u matematic¢koj literaturi se mogu naci
radovi o Rudin-Sapiroovim polinomima u kojima se ne spominju Golejeve
komplemenarne sekvence iako one ¢ine mnogo Opstiju familiju sekvenci, odnosno
polinoma.

Postoje i drugi radovi koji uvode sekvence za koje se kasnije pokazalo da su
povezane s Golejevim sekvencama. Godine 1960. Velti je opisao kvaternarne sekvence
pogodne za radarsku primenu [Welti 60]. Turin je ubrzo pokazao [Turyn 63] vezu izmedu
Veltijevih sekvenci i Golejevih sekvenci. Kasnije se pojavljuju radovi o Hajzenberg-
Vejlovim matricama (Heisenberg-Weil matrices) i o PONS (Prometheus Orthonormal
Sets) sekvencama [An 05] koje su takode tesno povezane s komplementarnim
sekvencama i predstavljaju njihovo ponovno otkrivanje u novom kontekstu.

1.1. Istorijat istrazivanja komplementarnih sekvenci

lako je Golej [Golay 61] uveo pojam komplementarne sekvence za binarne parove,
on je uopStavan na vise nacina. Pre svega alfabet je s binarnog prosiren na vise-fazni pa
se dalje prosirio na polje kompleksnih brojeva, bilo u diskretnoj formi kao s§to su M-
QAM konstelacije ili u kontinualnoj formi kao sto su, na primer, komplementarne
Hufmanove sekvence [Budisin 90C]. Predmet ove disertacije su isklju¢ivo
komplementarni parovi sekvenci, ali bez ikakvog ograni¢enja $to se tice alfabeta.

S druge strane, teorija komplementarnih sekvenci se prosiruje na komplementarne
skupove. U toj oblasti se dosta radilo ali jo§ uvek ne postoji zaokruzena teorija niti
standardni algoritmi kakvi su poznati za komplementarne parove. Komplementarni
skupovi nisu predmet ove disertacije.

Teorija takode uvodi pojmove visedimenzionalnih komplementarnih sekvenci,
periodicnih komplementarnih sekvenci 1 sl. ali za sada te varijante nisu izazvale vece
interesovanje.

14



Uvod

1.1.1. Golejevi binarni komplementarni parovi

Golej je u radu [Golay 61] opisao binarne parove komplementarnih sekvenci. On je
dao direktnu konstrukciju binarnih parova za duZine jednake 2V. Takode je istrazivao
postoje li komplementarni parovi za druge duzine i pokazao da njihova duzina sekvenci
mora biti jednaka zbiru dva kavadrata. On je nasao dva neekvivalentna para
komplementarnih sekvenci duzine 10, a kasnije su numeri¢kim pretrazivanjem pronadeni
i po jedan par duzine 26 [Jaugegui 62] i 20 [Borwein 03]. Danas su to jedine duzine koje
nisu stepen dvojke za koje je poznato da postoje binarni komplementarni parovi:

ao=[+1,-1,—-1,+1,+1,+1,+1,+1,1,-1]

blO = [+1J_1J_1J_1l +1,_1, +1,_1,_1,+1]

a'yo=[+1,-1,-1,4+1,+1,+1,+1,+1,+1,—1]

b'o=[+1-1,-1,-1,+1,-1,+1,—-1,—1,+1]

azp = [+1,+1,+1,+1,-1,+1,-1,-1,-1,+1,+1,-1,-1,+1,+1,-1,+1,-1,—-1, +1]

by = [+1,+1,+1,+1,-1,+1,+1,+1,+1,+1,-1,-1,-1,+1,-1,+1,-1,+1,+1, —1]

ae = [+1,+1,+1,+1,-1,+1,+1,-1,-1,+,-1,+1,-1,+1,-1,-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,—-1,+1,+1, +1]

b26 = [+1! +1l +1l +1! _1! +1/ +1/ _1; _1; +1/ _1; +1; +1/ +1; +1; +1; _1; +1, _1, _1, _1, +1, +1, _1, —1, —1]

Golej [Golay 61] takode navodi nekoliko rekurzivnih algoritama pomocu kojih se od
krac¢ih komplementarnih sekvenci dobijaju duze. Najednostavniji su algoritam za spajanje
sekvenci 1 algoritam za ucesljavanje sekvenci. Ipak Golej je ostavio otvoreno pitanje da li
se primenom rekurzivnih algoritama na sekvence dobijene direktnom (nerekurzivnom)
konstrukcijom dobijaju nove sekvence ili iste one koje se mogu dobiti samo primenom
direktne konstrukcije. Takode on nije odgovorio na pitanje koliko ima razlicitih
komplementarnih sekvenci odredene duzine. Primenom algoritama koje je formulisao
Golej i kasnije Turin [Turyn 63] mogu se dobiti sekvence duzine 2"10™26%.

15



Uvod

1.1.2. Komplementarni skupovi

Dalje uopstenje pojma komplementarnih sekvenci izvedeno je u [Tseng 72], gde je
uveden pojam komplementarnih skupova. Skup sekvenci se naziva komplementarnim
ako je zbir autokorelacionih funkcija sekvenci delta impuls. Uslov da sekvenca pripada
komplementarnom skupu je manje strog od uslova da pripada komplementarnom paru.
Komplementarni parovi se mogu smatrati specijalnim slu¢ajem skupova od dve
sekvence. lako postoji dosta radova o komplementarnim skupovima, generalna
konstrukcija do sada nije postavljena. Posto komplementarni skupovi nisu predmet ove
disertacije njima se nadalje ne¢emo baviti.

1.1.3. Polifazne komplementarne sekvence

U radovima [Sivaswamy 78] i [Frank 80] uvedene su polifazne komplementarne
sekvence kao uopstenje binarnih komplementarnih sekvenci. Kod polifaznih sekvenci
velika novina je bilo to $to postoje sekvence za neparne duzine, recimo 3, 5, 11 i 13.
Primeri takvih sekvenci su [Gibson 11]:

as = [1,1,—1]
by = [1,i,1]

as = [1,1,1,—i,i]
bs = [1,i,—1,1,—i]

all = [1' 1' 1lil_1i 1li;_i,i, 1,_1]
by = [Li,-1,-1,—-1,i,i,1,—i,i,1]

a‘13 = [1P 1) 1)i1_1i 1; 1; _i; 1;_1; 1;_’-;1]
b13 = [1li1_1)_1i_1)i1_1l1I1l_il_111,_i]

U radu [Budisin 90A] dat je opsti rekurzivni algoritam za generisanje polifaznih
sekvenci duzine 2V. Taj algoritam takode generise sve Golejeve binarne sekvence duZine
2V kao specijalan slucaj.
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Najzad, u radu [Davis 99] dat je opsti nerekurzivni algoritam za generisanje
polifaznih sekvenci s kona¢nim alfabetom ¢iji su elementi kompleksni koreni jedinice.

1.1.4. ViSedimenzionalne komplementarne sekvence

Komplementarne sekvence koje smo do sada spominjali jesu vektori koji zavise od
jednog indeksa. Visedimenzionalne komplementarne sekvence jesu vektori koji zavise od
vise indeksa; njih su uveli Jedwab i Parker u [Jedwab 07] i dali im naziv Complementary
Arrays. Pokazalo se da takav koncept znacajan u razvoju teorije poSto je moguée
predstaviti jednodimenzionalne sekvence duzine 2V kao preslikavanje N-dimenzionalnih
sekvenci duzine 2. Neki drugi algoritmi za formiranje duzih sekvenci od kracih takode se
mogu formulisati na taj nacin.

1.1.5. Komplementarnost spektra

lako komplementarnost spektra direktno proistice iz komplementarnosti
autokorelacione funkcije ona je prvi put uocen u [Budisin 87]. Kasnije [Popovic 91]
opisuje primenu komplementarnih sekvenci u generisanju visetonskih signala s malim
vr$nim faktorom. U radu [Popovic 99A] takode se predlaze primena komplementarnih
sekvenci na MC-CDMA (Multi-carrier code division multiple access) koji je u stvari
kombinacija sistema OFDM (Orthogonal frequency-division multiplexing) i CDMA
(Code division multiple access). Direktan predlog da se komplementarne sekvence
koriste u OFDM sistemima prvi put je iznet u [Davis 99].

Iz osobine spektralne komplementarnosti proistice i osobina svih sekvenci koje
pripadaju nekom komplementarnog para, a to je da im je vrSna snaga u spektru
ograni¢ena na dvaput srednju snagu spektra. U OFDM sistemima ta osobina se koristi
tako Sto se komplementarne sekvence dovode na ulaz IFFT (Inverse Fast Fourier
transform) bloka kako bi se na njegovom izlazu dobio signal ograni¢ene vr$ne snage. To
je veoma vazna osobina koja se koristi da bi se postigla dobra efikasnost izlaznog
pojacavaca i ostvarila mala potrosnja uredaja baziranih na OFDM.
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1.1.6. Nestandardne komplementarne sekvence

Standardne komplementarne sekvence duzine 2V dobijaju se pomoéu opsteg
algoritma koji generiSe sekvence za proizvoljnu vrednost N . Kompjuterskim
pretrazivanjem se pokazalo da postoje sekvence duzine 2" koje se ne mogu dobiti opstim
algoritmom. Prvi rad o tome [Li 05] koji je pokazao da postoje nestandardne 4-PSK (PSK
— Phase-shift keying) sekvence duzine 16 izazvao je pravu pometnju medu teoretiCarima
komplementarnih sekvenci. Stoga se pojavilo viSe radova u kojima se objasnjavala ta
pojava. Drugi znaajan rad [Fiedler 10] odnosi se na 6-PSK sekvence duzine 16 i
privukao je mnogo manju paznju. Slede¢i rad 0 tome odnosi se na 16-QAM (QAM —
Quadrature amplitude modulation) sekvence [Li 09] duzine 4 i pokazao je da postoji
znacajan broj nestandardnih sekvenci i da je on oko 60% broja standardnih sekvenci.
Nazalost, broj 16-QAM sekvenci jako brzo raste s duzinom, tako da je prakti¢no
nemoguce pretraziti duze sekvence.

Stoga vazi generalni utisak da pojava nestandardnih komplementarnih sekvenci nije
izuzetak nego pravilo. Kako izgleda, moze se ocekivati da ¢e se za dovoljno velike
duzine sekvenci kad-tad otkriti neki skup nestandardnih sekvenci. Za sada nisu pronadene
binarne nestandardne sekvence ali je veoma verovatno da one postoje za dovoljno veliku
duzinu.

1.1.7. Veza s Rid-Milerovim kodovima

U radu [Davis 99] prvi put je otkrivena veza komplementarnih sekvenci s Rid-
Milerovim (Reed-Muller) zastitnim kodovima. U tom radu dat je algoritam za direktno
generisanje komplementarnih sekvenci pomoc¢u Bulovih funkcija. Drugi veoma znacajan
rad koji je razradio tu vezu i prosirio je na komplementarne skupove sekvenci jeste
[Paterson 00].

Postoje dva osnovna pristupa teoriji komplementarnih sekvenci. Prvi se zasniva na
nerekurzivnom algoritmu (direktna metoda) i koristi Bulove funkcije. Drugi pristup se
zasniva na rekurzivnom algoritmu u doveo je do predstavljanja sekvence pomocu
paraunitarnih matrica. Upravo taj pristup mi ovde razradujemo. Zbog toga ovde nec¢emo
davati detalje prvog pristupa nego ¢emo se posvetiti iskljucivo drugom pristupu.

Vazno je znati da je prvi pristup omogucio otkrivanje veze Golejevih sekvenci s Rid-
Milerovim kodovima. To je dalje dovelo do odredivanja minimalnog Hamingovog
rastojanja izmedu svih standardnih Golejevih sekvenci odredene duzine. | najzad, to je
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omogucilo primenu efikasnih algoritama za dekodovanje Rid-Milerovih kodova na
detektovanje Golejevih sekvenci.

1.1.8. QAM komplementarne sekvence

Po usvajanju OFDM prenosa kao najboljeg reSenja za mobilnu telefoniju javila se
potreba za generisanjem Sto veéeg broja razli¢itih QAM komplementarnih sekvenci.
Radovi koji su polozili temelje te teorije jesu: [RoRing 01], [Chan 03], [Lee 06], [Li 08] i
[Chang 10]. O ovim sekvencama ¢e biti vie re¢i u poglavlju 6.

1.2. Oblasti primene

Zbog svojih izuzetnih osobina komplementarne sekvence su nasle primenu u raznim
oblastima tehnike i nauke.

1.2.1. Optika (Multislit spectrometry)

To je prva opisana oblast primene koju je naveo Golej [Golay 49] i [Golay 61]. Posto
se ova primena ne odnosi na oblast elektrotehnike ne¢emo je opisivati.

1.2.2. Kompresija impulsa u radarima

Ovo je prva oblast elektronike gde se pojavilo interesovanje za primenu
komplementarnih sekvenci. Sivasvami (Sivaswamy) je medu prvima razmatrao primenu
komplementarnih sekvenci u radarima [Sivaswamy 78] i [Sivaswamy 82], od ostalih
ranih autora vredno je pomenuti rad [Altes 82]. Nesto kasnije u Institutu za primenjenu
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fiziku u Beogradu razvija se izvidacki radar IR-10 koji koristi komplementarne sekvence.
Koncepcija kompresije impulsa ovog radara je objavljena 1987. godine [Budisin 87].
Znacajno je da se u tom radu komplementarne sekvence pojavljuju u dve uloge. S jedne
starne one bi-fazno moduliSu predajni impuls a sa druge strane se Kkoriste kao
makrosekvence. Makrosekvenca odreduje koja ¢e od dve sekvence iz komplementarnog
para u kom impulsu biti emitovana. Predlozeno je da se komplementarne sekvence
primenjuju kao makrosekvence, ne zbog osobine komplementarnosti ili zbog dobrih
autokorelacionih osobina nego zbog dobrih spektralnih osobina. Tu je prvi put u literaturi
objavljeno da komplementarne sekvence imaju osobinu komplementarnosti spektra i da
im spektar snage nikad ne prelazi dvaput srednju vrednost.

U novijim radovima posebno teziste se stavlja na primenu polarizovanog signala
tako sto se po svakoj od dve polarizacione ravni Salje jedna od dve sekvence iz
komplementarnog para [Howard 06], [Howard 07], [Calderbank 06], [Searle 07] i [Searle
07A]

Golejeve sekvence su takode predlozene za primenu u sledecoj generaciji radarskih
sistema za navodenje (GUIDAR — guided radar) [Harman 05].

Primena komplementarnih sekvenci u nepolarizovanim radarima je obradena u
[Pezeshki 08].

1.2.3. WiFi standard — IEEE 802.11b

WiFi standard iz 1999 [IEEE 802.11b] uvodi Complementary Code Keying [van Nee 96],
[Shao 04] da bi prenosio podatke brzinom od 11 Mbs u lokalnoj bezi¢noj mrezi u opsegu
oko 2,4 GHz. U ovom standardu koris¢ene su skracene Golejeve sekvence. Golejeve
sekvence su izabrane zbog dobrih spektralnih osobina po$to im vr$na snaga ne prelazi
srednju snagu za vise od 3 dB. Medutim, pri skraé¢ivanju sekvenci vrina snaga ponekad
prelazi srednju snagu i za vise od 6 dB. Na prijemu se koristi brza VolSova transformacija
FWT (Fast Walsh transform) i RAKE prijemnik.

Ipak, uredaji po WiFi standardu su verovatno do sada najmasovnije proizvedeni
uredaji koji koriste komplementarne sekvence.
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1.2.4. 3G mobilna telefonija — UMTS standard

Usvajanje komplementarnih sekvenci za RACH (Random Access Channel)
preambulu [ERICSSON 99] u UMTS (Universal Mobile Telecommunications System)
standardu rezultat je nekoliko radova autora iz Instituta za primenjenu fiziku iz Beograda.
Godine 1991. je objavljen rad [Budisin 91] gde je prvi put prezentiran efikasni korelator
za komplementarne sekvence. Rad je ostao prilicno nezapazen u telekomunikcionoj
zajednici posto je teziSte rada bilo na radarskoj primeni. Godine 1999. dr Branislav
Popovi¢ objavljuje rad [Popovi¢ 99] gde iznosi neka objasnjenja algoritma ali predlaze da
se primeni u RACH bloku 3G (3rd generation) standarda. Popovi¢ tada radi u Eriksonu, u
grupi za standardizaciju, i njegov veoma zapazen rad doprinosi da komplementarne
sekvence i efikasni korelator udu u standard za 3G telefoniju.

Pored toga, u varijanti 3G standarda namenjenoj kineskom trzistu takode se koriste
komplementarne sekvence i to na tri mesta. To je UMTS WCDMA (Wideband Code
Division Multiple Access) TDD (Time-division duplex) standard [Rudolf 01] i [Chitrapu
04]. U ovoj varijanti 3G standarda komplementarne sekvence se koriste u slede¢im
ulogama: preambula u RACH bloku, sekvenca za sinhronizaciju i kao referentni signal.

1.2.5. WiMax standard — IEEE 102.16

Dalja evolucija WiFi standarda dovela je do WiMax standarda [IEEE 802.16]. Taj
standard se Cesto spominje kao 4G standard i zamisljeno je da konkurise LTE (Long
Term Evolution) standardu mobilne telefonije. Kao LTE standard, i WiMax je baziran na
OFDM-u.

Komplementarne sekvence se koriste u WiMax standardu kao pilot sekvence za
odredivanje karakteristike kanala. Ove sekvence duzina 109, 433, 865 i 1729 dobijene su
skracivanjem Golejevih binarnih sekvenci duzina 128, 512, 1024 i 2.048.

1.2.6. OFDM

Problem vrs$nog faktora koji je poznat pod skracenicom PAPR (Peak-to-Average
Power Ratio) jos uvek nije zadovoljavajuce reSen U novim sistemima na bazi OFDM
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modulacije kao sto su LTE i WiMax. Jedna od varijanti resenja koja se intenzivno
istrazuje jeste primena komplementarnih sekvenci i to posebno QAM komplementarnih
sekvenci.

Prvi rad gde su objavljene dobre spektralne osobine komplementarnih sekvenci
nastao je u Institutu za primenjenu fiziku [Budisin 87] ali je taj doprinos ostao
neprimecen. Sledeé¢i vazan rad objavljuje Branislav Popovi¢ [Popovic 91] i on je citiran
159 puta. Zatim sledi [Popovic 99A] koji je citiran 139 puta. Kona¢ni zamajac primeni
komplementarnih sekvenci u OFDM sistemima daju Davis i Jedwab u [Davis 99] u radu
koji je citiran 562 puta.

Posle toga se pojavljuju mnogi predlozi za generisanje QAM komplementarnih

sekvenci u cilju povecanja broja razli¢itih sekvenci i povecanja brzine prenosa.
Najznacajniji radovi su: [RoRing 01], [Chong 03], [Lee 06], [Li 08] i [Chang 10].

1.2.7. Ostale primene

e Ultrazvuk — [D1az 99], [Hernandez 03] i [Alvareza 06],
e Akustika [Foster 1986],

e Magnetno snimanje [Braun 98]

e Estimacija kanala [Spasojevi¢ 01] i [Wang 07]

e Testiranje elektronskih sistema [Ghani 10]

1.3. Prednosti komplementarnih sekvenci

Najsire koriS¢ene 1 najpoznatije binarne sekvence su svakako PN sekvence (pseudo-
noise sequences), takode poznate pod nazivima: m-sekvence (m-sequences), sekvence
maksimalne duzine (maximal length sequences) I sekvence generisane pomocu Sift
registara (shift register sequences) [Golomb 64] i [Golomb 67]. U poredenju s njima,
binarne komplementarne sekvence, Cesto nazvane Golejeve sekvence, imaju niz
prednosti:
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Teorija komplementarnih sekvenci se zasnhiva na matematici u polju realnih brojeva
dok se teorija PN sekvenci zasniva na kona¢nim poljima Galoa, a ona je inZenjerima
znatno manje poznata.

Duzina sekvenci u najbrojnijoj potfamiliji Golejevih sekvenci je 2V dok PN
sekvence imaju duzinu 2V — 1. Pored toga Golejeve sekvence postoje i za mnoge druge
duzine dok su PN sekvence ograni¢ene isklju¢ivo na duzine 2V — 1.

Broj razli¢itih Golejevih sekvenci je mnogostruko veci od broja PN sekvenci.

Autokorelacione osobine su sli¢ne kod obe familije iako dosta Golejevih sekvenci
imaju manje lobove od PN sekvenci [Budisin 92].

Golejeve sekvence imaju ograni¢en spektar snage na dvaput srednju snagu. PN
sekvence mogu da imaju mnogo vece spektralne vrhove.

Golejeve sekvence se mogu uopstiti na polifazne sekvence [Budisin 90A] kojih ima
ne-prebrojivo mnogo. One mogu da imaju duzinu 2V ali i mnoge druge duZine
ukljucujuci 3, 5 itd. Polifazne PN sekvence postoje samo sa p faza gde je p prost broj i
njihova duZina je pV — 1.

PN sekvence duzine 2¥ — 1 imaju linearnu kompleksnost jednaku N dok Golejeve
sekvence imaju linearnu kompleksnost koja se priblizava 2V. To ih &ini pogodnijim za
kriptografske primene od PN sekvenci.

Za generisanje Golejevih sekvenci duzine 2V koristi se broja¢ duzine N praéen
veoma jednostavnom logickom mrezom. PN sekvence se generiSu pomocu pomerackog
registra duzine N s nekoliko povratnih sprega u obliku XOR kola. U sustini, ova dva
generatora su veoma sli¢na po sloZenosti.

Korelator binarnih Golejevih sekvenci [Budisin 91] jeste digitalni filter s N blokova
od koji svaki sadrzi samo Sabira¢ i oduzima¢. Korelator PN sekvenci moZze da se efikasno
implementira pomocu brze VolSove transformacije koja takode ima slozenost N ali nju je
mnogo komplikovanije implementirati [Budisin 89].

1.4. Znacaj komplementarnih sekvenci

Od pojave Golejevog rada [Golay 61] interesovanje za komplementarne sekvence je
raslo polako ali uporno. Da bismo prikazali kvantitativhu meru tog interesovanja koristili
smo nekoliko pokazatelja. Kao prvi pokazatelj je korS¢en podatak o citiranosti Golejevog
rada po decenijama na osnovu podataka s veb-sajta Google Scholar. Podaci su navedeni u
Tab. 1.
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Tab. 1. Citiranje Golejevog rada iz 1961. po decenijama

Decenija 1961.-1970.

1971.-1980.

1981.-1990.

1991.-2000.

2001.-2010.

Broj citata 1

21

38

101

388

Taj rast je graficki prikazan na Sl. 1 gde su na X osi oznacene decenije, pri ¢emu broj
6 oznacava Sestu deceniju XX veka od 1961. do 1970. a broj 10 prvu deceniju XXI veka

od 2001. do 2010.

400

350

300

250

200

150

100

50

Sl. 1. Citiranje Golejevog rada iz 1961. po decenijama

Da bismo proucili koliko su koje oblasti doprinele u tom rastu interesovanja, ponovo
smo koristili pretrazivanje u Google Scholar-u. Ti podaci su mnogo manje pouzdani od
podataka o citiranosti posto su mnogi radovi vise puta navedeni a ponekad se desi da
Google Scholar na zadate klju¢ne reci prikaze i radove koji se ne odnose na oblast koja
nas zanima. Ipak, verujemo da je tih slucajeva malo i da dobijeni podaci daju dobru
indikaciju o trendovima. Rezultati su prikazani u Tab. 2.

Tab. 2. Rezultati pretrazivanja po klju¢nim rec¢ima u Google Scholaru

Klju¢ne reci / Decenija 1961.-1970 | 1971.-1980 | 1981.-1990 | 1991.-2000 | 2001...-2010

Golay Complementary 83 191 352 981 3.589
Golay Complementary radar 20 36 64 92 281
Golay Complementary CDMA 61 388
Golay Complementary OFDM 69 636
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U prvoj koloni su date kljucne re¢i korisene u pretrazivanju. Od 3 analizirane
oblasti vidi se da je radarska oblast zastupljena od samog pocetka, dok CDMA i OFDM
po¢inju da budu znacajne tek od poslednje decenije proslog veka. Takode se moze uoditi
I to da OFDM preuzima primat u prosloj deceniji, a to se zbiva pre svega zato sto OFDM
postaje standardna modulacija za mobilnu telefoniju Cetvrte generacije.

Podatke o citiranosti radova autora ove disertacije koji su nastali u periodu od 1986.
do 1991. godine prikazujemo u Tab. 3. Sto je zanimljivo, od 147 citata samo se 10 javlja
devedesetih godina, svi ostali su iz perioda posle 2000. godine — vise od 20 godina posle
njihovog objavljivanja.

Tab. 3. Citiranje znacajnijih autorovih radova po godinama

Decenija 90-te |00 |01 |02 |03 |04 |05|06 |07 |08 09

Designing radar signals using

.- 1 1 3 2 1
complementary sequences [Budisin 87]

New complementary pairs of sequences

[Budi$in 90A]
New multilevel complementary pairs of 1 1 1 1 1
sequences [Budi$in 90B]
Efficient pulse compressor for ﬁc.)lay 5 4 4 5 1 8 5 7 6 3
complementary sequences [Budisin 91]
GoIaY complementary sequences are 11l 1121 3121 a4
superior to PN sequences [Budisin 92]
TOTAL 10 2 8 9 6 7 18 | 15|17 | 13 | 21

Poseban kuriozitet jeste to da je rad ,,Designing radar signals using complementary
sequences”, koji je se bavi Cisto radarskom problematikom, citiran isklju¢ivo posle 2000.
godine i to uglavhom 20 godina otkako je objavljen. Broj citata po godinama je prikazan
na Sl. 2.
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2 T ! ! T ! ! ! T ! ! T T

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2008 2010 2011

Sl. 2. Citiranje autorovih znacajnijih radova po godinama

1.5. Banke filtera i paraunitarne matrice

Teorija 0 bankama filtera (Filter Banks) [Vaidyanathan 93] veoma je znacajna u
oblasti digitalnih filtera. Nastala je na osnovu potrebe da se signal razlozi na niz
uskopojasnih signala koja se javlja u raznim primenama. Ova teorija je doZivela pravi
procvat s primenom u kompresiji signala i to naro¢ito muzickih i video signala (izraz
kompresija u ovom slu¢aju nema direktnu vezu sa izrazom kompresija impulsa iz
radarske tehnike). Iz ove teorije nastaje druga veoma popularna teorija o0 talasi¢ima
(wavelets).

Sama teorija o bankama filtera koja se razvijala preko polifaznih filterskih banaka i
filterskih banaka =za savrSenu rekonstrukciju dovodi do matematiCkog pojma
paraunitarnih matrica.

Veza izmedu filterskih banaka i komplementarnih sekvenci je ranije spomenuta u
nekim radovima. Tako se u dva rada istoga autora [Phoong 03] i [Phoong 05] konstatuje
da se paraunitarne matrice s binarnim koeficijentima mogu dobiti pomocu Golejevih
sekvenci, ali se ne predlazu nikakvi zakljucci 0 primeni na analizu i sintezu
komplementarnih sekvenci. Zanimljivo je da se u tim radovima koristi termin ,,Lapped
Hadamrd Transform Matrix“ koji je sinonim za paraunitarne matrice. Trec¢i rad 0 tome je
[Candan 06], gde autor primenjuje teoriju polifaznih filterskih banaka na generisanje
komplementarnin  sekvenci i detaljnije razraduje algoritam za generisanje
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komplementarnog skupa od 4 sekvence. Autor se ne bavi primenom teorije na
komplementarne parove.

1.6. Struktura disertacije

Ova disertacija je podeljena na sedam poglavlja.

U uvodnom poglavlju je dat istorijat razvoja teorije komplementarnih sekvenci,
pregled najvaznijih primena, prednosti komplementarnih sekvenci, njihov znacaj u
literaturi i najzad pregled literature o paraunitanim matricama.

U drugom poglavlju je data notacija, terminologija i osnovne definicije koje su nam
potrebne za iznoSenje teorijskih rezultata.

U tre¢em poglavlju su detaljno anlizirane osobine binarnih komplementarnih
sekvenci 1 uporedene s najprihvacenijim PN sekvencama i pokazano je da
komplementarne sekvence, po mnogim karakteristikama, imaju bolje osobine od PN
sekvenci.

U cetvrtom poglavlju je dat pregled poznatih algoritama za generisanje i korelisanje
komplementarnih sekvenci.

U petom poglavlju je prikazan osnovni doprinos disertacije. Polaze¢i od
ekvivalentnosti uslova komplementarnosti sekvenci i definicije paraunitarnih matrica,
izvedena je faktorizaciju paraunitarnin matrica i pokazano da se pomoc¢u nje moze
prikazati proizvoljni komplementarni par. Zatim je pokazano da se parametri te
reprezentacije mogu izracunati za proizvoljan komplementarni par, ¢ime je dokazano da
je ta reprezentacija univerzalna i jedinstvena, to jest, da vazi za bilo koji par.

U Sestom poglavlju dati su brojni primeri Koji ilustruju paraunitarnu dekompoziciju i
reprezentaciju.

Zakljucak je u sedmom poglavlju.
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2. Notacija, terminologija i definicije

U ovom poglavlju navodimo osnovno o koris¢enim matematickim pojmovima,
teoriji sekvenci generalno i posebno o teoriji komplementarnih sekvenci.

2.1. MatematiCka notacija 1 terminologija

Gde god je moguce koristili smo sledece konvencije:
e Velikim slovima iz skupa [K, L, M, N, ...] ozna¢avamo celobrojne konstante
e Malim slovima iz skupa [k, 1, m, n, ...] oznacavamo celobrojne promenljive
e Ostalim velikim slovima ozna¢avamo realne ili kompleksne konstante

e Ostalim malim slovima oznaavamo realne ili kompleksne promenljive
(izuzetak je promenljiva Z koja se pojavljuje u Z transformaciji i koja se
tradicionalno oznacava velikim slovom)

e Masnim velikim slovima ozna¢avamo matrice, na primer Y

e Masnim malim slovima oznacavamo vektore, na primer X

2.1.1. Unitarne matrice i transformacije

Ortogonalni vektori se definiSu kao vektori ¢iji je skalarni proizvod jednak nuli.

Ortogonalne matrice jesu matrice s realnim elementima c¢ije su sve kolone (odnosno
vrste) medusobno ortogonalne. Unitarne matrice su generalizacija pojma ortogonalnih
matrica na matrice s kompleksnim elementima. One zadovoljavaju uslove:
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ui-u=1Iy 1)

gde ()7 =)D =(()T)* = ()*T oznacava Hermitov operator (kompleksno
konjugovanje i transponovanje).

Transponovana unitarna matrica ostaje unitarna.

Kompleksno konjugovana unitarna matrica ostaje unitarna.

Mnozenje bilo koje vrste ili kolone unitarne matrice s jediniénim kompleksnim
brojem daje unitarnu matricu.

Permutacijom vrsta i kolona unitarne matrice dobija se unitarna matrica.

Opsti oblik unitarne matrice veli¢ine 2 X 2 je [Murnaghan 62]:

v=[5. 2 @

gde (.)* oznacava kompleksno konjugovanje a |C]|? +|S|? = 1. Ovo je ujedno i
matri¢ni oblik kvaterniona.

Invertovana unitarna matrica veli¢ine 2 X 2 je:
U-l=yH = [ _S] @3)

Proizvod dve unitarne matrice je unitarna matrica Tako za matrice veli¢ine 2 X 2
imamo:
I e 51] [ C, ] [ C.C, — S$185 (.S, +Slc;]
e S1 =510, = C1S;  C{C; =515,
_ [ (G116 - $153) (GiS; +S1Cz)] [
—(C1S; + $5:C3)" (GG, — 5,183)°

Gde je C3 = (C,C, — $183) a S5 = (C,S, + S1C3)

Poznati primeri unitarnih matrica su VolSove matrice, DFT (Discrete Fourier
transform) matrice i permutacione matrice. Inace, svakoj unitarnoj matrici moze se
pridruziti ortogonalna transformacija definisana mnozenjem s tom unitarnom matricom.

Inverzna transformacija se definiSe mnozenjem s Hermitovom matricom dobijenom od te
unitarne matrice. Tako su definisane npr. VolSova transformacija i DFT transformacija.

(4)
S
Cz] =Us

2.1.2. Z transformacija

U oblasti digitalne obrade signala ¢esto se koristi Z transformacija koja se za signal
x(n) definiSe kao:
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+00
X@ =) xmz ©)
n=—o

Matematicki naziv ovakvog izraza glasi beskonacan Loranov polinom. Ukoliko je
signal x(n) kauzalan, onda indeks n ide od 0 do beskonacnosti pa se Z transformacija
svodi na obi¢an beskonaéni polinom po Z~1. Ukoliko je signal x(n) kona¢nog trajanja,
onda se njegova Z transformacija svodi na obi¢an polinom po Z 1.

Z transformacija se koristi i za predstavljanje impulsnog odziva diskretnog filtera
(Cesto nazvanog digitalni filter). Kako je impulsni odziv kauzalnog filtera uvek kauzalan,
njegova Z transformacija je obican filter. Ako je impulsni odziv konacan, takav filter se
zove FIR (Finite Impulse Response) filter. Ukoliko je beskonacan, zove se IIR (Infinite
impulse response) filter. IIR filteri se najées¢e predstavljaju kao racionalna funkcija,
odnosno kao koli¢nik dva polinoma. Z transformacija impulsnog odziva filtera naziva se
prenosna funkcija filtera.

Ako je prenosna funkcija filtera H(Z~1) i Z transformacija ulaznog signala X (Z~1)
onda se Z transformacija izlaznog signala y(n) moze dobiti kao:

Y(ZTH =HZ™)- X(Z™) (6)
2.1.3. Matri¢ni polinomi

Ukoliko imamo matricu ¢&iji su elementi polinomi po Z~* takode je mozemo
predstaviti i kao polinom ¢iji su koeficijenti matrice.
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N—1 N-1 N—1 .
K) .y K)o k
pgl)Z k pgz)Z k p§ )Z k
k=0 k=0 k=0
N-1 N-1 N-1
K) .y k), k
P(Z) _ pgl)Z k pgz)Z k pg )Z k
k=0 k=0 k=0
N-1
k k), k
zp()zk zpﬁ(n)zk Zp()zk
k=0 :
(k) (k) (k)
p11 P12 - Pim
N-1]_ (k) ) (k)
p21 pzz - Pom P
k=0
(k) (k) (k)
Pv1 Pm2z -+ Pum (7)

Zato ovakve matrice zovemo matri¢ni polinomi ali moZemo ih zvati i polinomijalne
matrice posto se mogu prikazati i u obliku matrica ¢iji su elementi polinomi. Mi ¢emo u
ovoj disertaciji iskljuc¢ivo koristiti matrice 2 X 2 i1 2 X 2 koje imaju oblik:

SN—1 N-1 -
(&) - (k) -
zpllz . Zp12Z . -1 (k) (k)
P(Z) = k=0 k=0 P11 P12
T|N-1 N-1 p(k) p(k)
k) ry— K)r— =0 21 22
P£1)Z k pgz)Z k
Li=0 =0 | (8)
odnosno:
SN—1
k)., —
p§1Z & -1 (k)
_ k=0 _ P11 | -k
P2) = -1 - Z L,(k) z
k _ k=0 21
p§1)Z k
Li=o | )
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2.1.4. Matri¢ni proizvodi

U daljem tekstu ¢esto ¢emo koristiti proizvode matrica sledeceg oblika:

nAk(Z‘l) =Ay(Z™) Ap 1 (Z7D) A (27D ALZ7Y) (10)
k=N

Kako matri¢cno mnozenje nije komutativno, u ovom proizvodu je bitno da rastuci
indeksi dolaze s leve strane, odnosno da je proizvod definisan rekurzijom:

A (ZTH =AyZ™) { A (Z_l)} (11)

2.1.5. Permutacije i permutaciona matrica

Pod permutacijom podrazumevamo svako jednozna¢no preslikavanje skupa S =
{0,1,2,...,n— 1} na samog sebe. To znac¢i da je preslikavanje 1-na-1. Svako takvo
preslikavanje prikazacemo nizom [P(0),P(1),P(2),..,P(n—1)] . Skup tih
preslikavanja ¢ini grupu, evo zasto:

Postoji “proizvod” preslikavanja P(n) = P;(P,(n)) pri ¢emu mnozenje permutacija
nije komutativno. Oznacavacemo ga s P; X P,. U opstem slucaju P; X P, # P, X P;.

Postoji neutralni element: P, =[0,1,2,...,n— 1] i on ima osobinu da je P, X P =
PxP,=P.

Postoji inverzni element P~ x P=P x P"1 = P,.

Broj razli¢itih permutacijajen! =1-2-...-n =[[i-, k.

Primer: sve moguce permutacije duzine 3 jesu: [0,1, 2], [0, 2,1], [1,0,2],[1,2,0],
[2,0,1],[2,0,1]i[2,1,0] I ima ih ukupno 6.

Neutralni element je P, = [0, 1, 2].

Svakoj permutaciji mozemo jednoznacno pridruziti permutacionu matricu.
Jedini¢noj permutaciji (neutralni element) odgovara jedinicna matrica. Generalno,
permutaciji P odgovara matrica P koja ima jedinice na indeksima P4 px)+1 = 1 dok su
svi ostali elementi jednaki nula. Dakle, imamo preslikavanja:
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1 0 0 1 0 0 01 0
[0,1,2] = [O 1 O] ;[0,2,1] = [O 0 1] ;[1,0,2] = [1 0 0] ;

0 0 1 01 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0 1
[1,2,0] = [1 0 O] ;[2,0,1] = [0 0 1] ;[2,1,0] =0 1 0]

0 1 0 1 0 0 1 0 O

Najvaznija osobina ovog preslikavanja jeste to sto mnozenju permutacija odgovara
mnozenje permutacionin matrica, neutralni element je jedini¢na matrica a inverznoj
permutaciji odgovara inverzna matrica.

2.1.6. Bitska reprezentacija brojeva

Svaki broj mozemo predstaviti u binarnom obliku. Za brojeve od 0 do 2™ —1
dovoljno je n bita za jedinstveno predstavljanje. Neka je I-ti bit broja k dat sa b;(k) i tada
mozemo da pisemo:

n—-1
k= Z by(J) 2! (12)
=0

by (k) mozemo izrac¢unati kao ostatak deljenja sa 2: b,(k) = k mod 2. Na sli¢an
nagin mozemo izragunati i ostale bitove. Na primer by (k) = (k — bo(k))/2 mod 2 ili
generalno:

m—1
b, (k) = <k - z by() 21> /2™ mod 2 (13)
1=0

Kako su izrazi b,, (k) funkcije od k, uobicajeno je da ih zovemo Bulove funkcije.
Ovako definisane Bulove funkcije daju vrednosto 0 i 1 pa ¢emo ih jos$ zvati i unipolarne
Bulove funkcije. Cesto su potrebne Bulove funkcije koje uzimaju vrednosti +1 i -1 i njih
¢emo zvati Bulove binarne funkcije; dobijamo ih pomocu:

B (k) = 2bp (k) — 1 (14)
Treba naglasiti da logicka operacija XOR primenjena na unipolarne binarne funkcije
a(k) a b(k) odgovara operaciji mnozenja u sluc¢aju bipolarnih funkcija:
a(k) XOR b(k) & A(k) - B(k). Takode treba uociti da logicka operacija OR u slucaju
unipolarnih binarnih funkcija moze da se izrazi kao operacija mnozenja nad unipolarnim
funkcijama: a(k) OR b(k) & a(k) - b(k). Ovo vazi za sve binarne funkcije pa i za
Bulove.
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2.1.7. VolSove matrice 1 VolSove sekvence

Volsove (Walsh) matrice spadaju u Siru klasu Hadamardovih matrica koje imaju
osobinu da su im elementi samo +1 i -1 i da su ortogonalne. Hadamardove matrice su
kvadratne matrice i poznato je da postoje za dimenzije 2 X 2 i za dimenzije koje su
umnozak od 4. Ekvivalentne Hadamardove matrice se definiSu kao matrice koje se
dobijaju permutacijom kolona ili vrsta ili mnozenjem bilo koje vrste ili kolone sa -1.
Neekvivalentne matrice su one koje se ne mogu dobiti pomocu ovih transformacija. Nije
poznato koliko ima neekvivalentnih Hadamardovih matrica za proizvoljnu duzinu.
Takode se definisu i generalizovane Hadamardove matrice; njihovi su elementi
kompleksni brojevi ¢iji je moduo jednak jedan.

Volsove matrice su Hadamardove matrice dimenzije 2" s veoma jednostavnom
konstrukcijom. Naime, polaze¢i od matrice dimenzije jedan: W(® = [1] konstruisemo
dvaput vece matrice pomocu rekurzivnog algoritma:

(K) (K)
®+1) _ [W w
wirn =\ (K)] (15)

Primeri VolSovih matrica veli¢ine 2 1 4:

+1 -1 +1 -1
+1 +1 -1 -1
+1 -1 -1 +1

Pojedinacne vrste Volsove matrice cesto se definisu kao Volsove funkcije ili
Volsove sekvence. Za njih ¢emo koristiti notaciju w;, (i) gde indeks k odgovara indeksu
vrste matrice, dok m odgovara indeksu kolone matrice. Tako za dimenziju 4 imamo
sledece Volsove funkcije:

wo(n) = [+1,+1, +1, +1],
wi(n) = [+1,—-1,+1,-1],
wy(n) = [+1,+41,-1,-1],
ws(n) = [+1,—-1, -1, +1],
Volsove funkcije mogu se izraziti direktno, pomocu bipolarnih Bulovih funkcija:

wo = [+1 +1];W(2) _ [W(l) wo (16)

+1 +1 +1 +1
+1 -1 w® _Wu)]:

wi(m) = " B (OB, (m) a7)
=0

34



Notacija, terminologija i definicije

2.2. Sekvence

Sekvenca x(n) definise se kao preslikavanje skupa celih brojeva Z na skup
kompleksnih brojeva C. Ukoliko je x(n) = 0za svako 0 <nin < L — 1 kaze se da je
sekvenca konacna a u protivnom je beskonacna. Zbog toga kona¢nu sekvencu mozemo
predstaviti kao konaéni vektor (x(0),x(1), ..., x(L — 1)).

Pored podele na konacne i beskonacne, korisna je i podela na osnovu toga kom
podskupu kompleksnih brojeva (alfabetu - konstelaciji) pripadaju elementi sekvence.
Tako definisemo:

Binarne sekvence: uzimaju vrednosti is skupa {—1, +1}.

Polifazne sekvence u uzem smislu: vrednosti su stepeni nekog korena jedinice
e?mk/M gde su k i M prirodni brojevi. Njih éemo jos zvati M-PSK (Phase Shift Keying)
sekvence.

Polifazne sekvence u Sirem smislu: vrednosti su unimodularni kompleksni brojevi
oblika e®* gde je ¢ realan broj izmedu 0 i 2.

Visenivoske sekvence: vrednosti pripadaju skupu realnih brojeva R (u Sirem smislu)
ili skupu celih brojeva Z (u uzem smislu). Specijalan slu¢aj ovih sekvenci su ternarne
sekvence.

QAM (Quadrature Amplitude Modulation) sekvence. Poznati primeri su 16-QAM i
64-QAM sekvence koje se koriste u sistemima cetvrte generacije mobilne telefonije kao
Sto su WiMax i LTE.

2.2.1. Predstavljanje sekvenci pomoc¢u Z transformacije

Za konacne sekvence ova definicija se svodi na:
N-1

Xz = Z x()Z" (18)

n=0
PRIMER: Neka je sekvenca x=1[1,0,-1,0,0,1,0,0,0,—1] . Njena Z
transformacija je:
XZYW=1-2724725-27°
Zapazamo da je sekvenca duzine 10 dok je Z transformacija polinom stepena 9 a to
je zato Sto stepeni polinoma pocinju od nule. Takode treba uociti da je u ovom slucaju Z
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transformacija mnogo kompaktnija reprezentacija sekvence poSto se Clanovi s
koeficijentom 0 ne pojavljuju u polinomu.

Tako, na primer, sekvenca x = [0,1,0] je predstavljena sa X(Z~1) = Z~1 koji je
polinom prvog stepena, $to odgovara sekvenci duzine 2. Naime, ista Z transformacija se
dobija za sekvencu duzine 2: x = [0, 1]. O ovome treba voditi ra¢una kada se zakljucuje
0 duzini sekvence na osnovu njene Z transformacije. Dodavanjem nula s desne strane
sekvence nece se povecati stepen pridruzenog polinoma. Medutim dodavanje nula s leve
strane sekvence (na pocetku) nema isti efekat, Sto znaci da te nule povecavaju stepen
polinoma. O ovoj specifi¢nosti posebno ¢emo voditi ratuna kada budemo razmatrali
polinomijalne matrice i njima pridruzene sekvence. Tako recimo matrica-vrsta
[1+2Z72 1 —Z71]je matri¢ni polinom stepena 2 posSto se moze napisati kao [1 1] +
[0 —1]Z7'+[1 0]Z? iako prvi polinom odgovara sekvenci duzine 3 a drugi
sekvenci duzine 2.

2.2.2. Matri¢no predstavljanje parova 1 skupova sekvenci

Kako se komplementarne sekvence najcesce generisu kao parovi ili skupovi, radi
kompaktnije notacije mi ¢emo parove sekvenci predstavljati kao vektor njihovih Z
transformacija. Tako ¢emo par sekvenci x; (n) i x,(n) predstavljati preko vektor-kolone:

X1(Z7h
X,(Z71)

Mi smo ovde izabrali da koristimo vector-kolonu iako smo takode mogli koristiti i
vector-vrstu. Glavna prednost ovakvog matri¢nog predstavljanja lezi u sledecoj ¢injenici.

Ukoliko su dva para (x;(n),x,(n)) i (y;(n),y,(n)) povezana linearnom relacijom (Sto
je Cest slucaj u algoritmima za generisanje sekvenci):

x(Z™Y) = (19)

yi(n) = a1 %,(n) + a;x,(n)

y2(n) = az1,(n) + azyx,(n) (20)
onda takvu relaciju mozemo predstaviti u matri¢cnom obliku kao:
yZH=4-x(Z") (21)
. _ a1 a
gdeje A(Z™1) = [ai a;i]

U slucaju skupova sekvenci x(Z~1) i y(Z~1) mogu da budu vektori duzine M a
A(Z™1) je kvadratna matrica velicine M x M. Strogo govoreéi, x(Z~1) i y(Z~1) nisu
obi¢ni skupovi sekvenci (iako se taj termin uvek koristi kada je re¢ o komplementarnim
sekvencama) nego su uredeni skupovi sekvenci ili nizovi sekvenci (ovaj izraz ne¢emo
koristiti posto moze izazvati konfuziju jer su reci nizovi i sekvence u sustini sinonimi).
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Ipak, svakom uredenom skupu mozemo pridruziti obican skup, s tim §to obrnuto
preslikavanje nije jednoznac¢no. Takode treba imati u vidu da ni sam izraz skupovi
sekvenci nije precizan posto se neke sekvence mogu ponavljati, pa matematicki precizan

izraz za takvu strukturu glasi multi-skupovi (Multi-Sets).

2.2.3. Autokorelaciona funkcija sekvence

Aperiodi¢na medukorelaciona funkcija C, ,, (k) za dve beskonacne sekvence definise

se kao:

Coy(®) = D X" @y + k) 22
n=—oo
odnosno za konac¢ne sekvence duzine N kao:
(N—l—k
Z x*(n)y(n + k), za— N+1<k<0

=0
-1

=23

Cyy (k) = 1
x*(n)y(n+ k), za0<k<N-1

k
\ za ostale vrednosti (23)

)

Autokorelaciona funkcija R, (k) definise se kao medukorelaciona funkcija sekvence

g

S
Il

sa samom sobom. Dakle:

Rx (k) = Cx,x(k) (24)
Z transformacija autokorelacione funkcije jednaka je:
R (Z71) = Z R()Z7F = X*(Z™) - X(2) (25)
k=—0o0

2.2.4. Faktor dobrote

Golej [Golay 77] definisao je faktor dobrote (Merit Factor) sekvence x kao:

NZ
T 23N IR (k)17 (26)

E
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Sustina ove definicije pokazuje da je faktor dobrote mera ravnoée spektra. Za
potpuno ravan spektar faktor dobrote bio bi beskonacan. Ekvivalentna definicija u
spektralnom domenu prema [Parker 04] glasi:

NZ
PTX(e)]2 — N)2dt

(27)

X

gde je X(Z~1) Z transformacija sekvence “x”.
Golej postavlja hipotezu da je za bilo koju sekvencu duzu od 13:
limsupF, = 12,32

n—>oo
pretpostavljajuc¢i da se za veliko N lobovi autokorelacione funkcije mogu posmatrati
kao nezavisne slucajne varijable.

2.2.5. Furijeova transformacija sekvence

Furijeova transformacija (FT) sekvence x(n) definise se kao vrednost njene Z
transformacije na jedinicnom krugu. Drugim re¢ima, jednaka je njenoj Z transformaciji
zaZ = e?™V,

N-1
FAf) = FT{) = XD pegamiy = ) x(n) 2 (28)
n=0

Diskretna Furijeova transformacija se definise kao Furijeova transformacija
sekvence u N ekvidistantnih tadaka, znagi za Z = e?™*/N_Dakle:
N-1

F(k) = DET{x(n)} = )" x(n) 2™/ = ,(ie/N) (29)

n=0
Sto znaci, jednaka je vrednosti Furijeove transformacije u diskretnim tackama.
Spektralna gustina snage se definise kao kvadrat modula Furijeove transformacije:
Sx(f) = 1F(H)I? = [FT{x(n)}|? (30)
Furijeova transformacija autokorelacione funkcije jednaka je Z transformaciji na

jedini¢nom krugu, to jest za Z = e?™/:

FT{R,(k)} = R,(e*™) = X*(e¥™/) - X(e*") = |X(eZ”if)|2
= |FT{x(k)}* = 1F(NI? = S (f) (31)

Dakle, Furijeova transformacija autokorelacione funkcije jednaka je spektralnoj
gustini snage.
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2.3. Komplementarne sekvence

2.3.1. Definicija komplementarnih sekvenci

Komplementarni par sekvenci je definisan kao par sekvenci koje imaju osobinu da je
zbir njihovih autokorelacionih funkcija delta impuls. Ako par komplementarnih sekvenci
obelezimo s a(n) i b(n) onda je definicija komplementarnosti:

Ra(k) + Ry (k) = C*- 5(k) = (Ra(0) + R,(0)) - 6 (k) = (Eq + Ep) - 6(k)  (32)
Znadi da C? = E, + E, = R;(0) + R,(0) predstavlja zbir energija pojedinaénih
sekvenci u paru. U slucaju da obe sekvence imaju istu energiju E, = E,, = E (kao §to je
sluéaj s binarnim, polifaznim i standardnim QAM sekvencama) onda dobijamo: C? = 2E.
Ponekad je umesto ukupne energije zgodnije Koristiti srednju snagu koja je jednaka
energiji po simbolu: P = E /L odnosno E = P - L, pa dobijamo
C?=2-P-L (33)
U Z domenu definicija komplementarnosti glasi:
R,(ZH+R,(ZVH)=A4*Z)-AZV)+B*(Z)-BZVH)=C2=2-P-L (34)
dok u Furijeovom domenu ona glasi:
Sa(F)+Sp(f)=2-P-L (35)
Definicija komplementarnosti (32) moze se uopstiti na skupove od M sekvenci
xm(n) zam =1,...,M i tada glasi:

D Ry, (0) = C? - 5(K) (36)
m=0

Primer autokorelacionih funkcija komplementarnog para sekvenci [a, b] prikazan je
na Sl. 3.

39



Notacija, terminologija i definicije

Autokorelaciona funkcija a sekvence

Sl. 3. Autokorelacione funkcije komplementarnog para

2.3.2. Uslov komplementarnosti u matri¢cnom obliku

Z transformacija zbira autokorelacionih funkcija komplementarnog skupa moze se
izraziti kao:

xA(2)x(Z7Y) =C? = 2E (37)
gde je (.)" Hermitov operator (konjugacija i transponovanje matrice).

2.3.3. Spektralne osobine

Ukoliko u prethodnoj jednagini zamenimo Z sa Z = 2™ dobijamo uslov:
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[X;(e—Zm'f)'X;(e—Znif), ...,X,’{,(e‘sz)][Xl(e‘Z"if),Xz(e‘Z"if), "_’XN(e—erif)]]
= C?

N N
D e = s (H =c?
k=1 k=1

U slucaju para sekvenci [a, b] ovaj izraz postaje:

Sa(f) +Sp(f) = C? (39)
Kako su spektralne gustine snaga pozitivne funkcije iz uslova S,(f) = 0,to
dobijamo:

(38)

Sa(f) = C? (40)

Ukoliko obe sekvence imaju istu energiju, §to je, recimo, slucaj kod binarnih i
polifaznih sekvenci, onda imamo:

Sa(f) = Sp(f) =C?/2 (41)
sto najzad daje:
Sa(f) = 2-5.(f) (42)
Za odnos vrsne i srednje snage PAPR (peak to average power ratio) dobijamo:
PAPR = m}gx(sa ()/Sa(f) < 2 (43)
Naravno, isto vazi i za b sekvencu. Na sli¢an nacin za skup od N sekvenci dobijamo:
Sx, < C? (44)
N
Y 5D = N5, - ¢ (45)
k=1
Odakle sledi:
Sx (f) = C*/N (46)
pa je PAPR za bilo koju sekvencu iz skupa:
PAPR = max (S, (1)) /S5, () < N 47)

Naravno, ako snage sekvenci nisu medusobno jednake ali su poznate, na slican nacin
mozemo izracunati PAPR za svaku pojedina¢nu sekvencu iz skupa.
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2.4. Paraunitarne matrice

Paraunitarne matrices u uvedene kao generalizacija unitarnih matrica u teoriji
filterskih banaka.

2.4.1. Definicija

Uveséemo notaciju za tilda operaciju:
P(z™1) = PH(Z) = {P"(D)}" (48)
gde (¥ = ((.)T)* oznadava Hermitovo transponovanje matrica (transponovanje i
konjugovanje). Paraunitarne matrice su polinomske matrice po Z~! veli¢ine M x M
definisane slede¢om relacijom:
PZY-PZYH=1I, (49)
gde je I, jedini¢na matrica veli¢ine M X M.

Paraunitarne matrice mozemo posmatrati kao uop$tavanje pojma unitarne matrice
(koji je definisan za konstantne kompleksne matrice) na matrice koje su funkcija
kompleksne promenljive Z=1. U tom kontekstu moZe se reéi da je paraunitarna svaka
matrica koja je funkcija od Z=1 i koja je unitarna za svako Z~! koje se nalazi na
jedini¢énom krugu.

2.4.2. Veza s komplementarnim sekvencama

Takode se mogu definisati i paraunitarne matrice-kolone x(Z~1) veli¢ine M X 1:

x(ZY)-x(ZH=1 (50)
Prethodna jednacina se svodi na uslov:
x(Z)-x(Z7YH) =1 (51)
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koji je identican kao uslov komplementarnosti za komplementarne sekvence (37).
Takode se pokazuje da je svaku paraunitarnu matricu-kolonu x(Z~1) moguée prikazati
pomoc¢u kvadratne paraunitarne matrice X(Z~1) na slede¢i nacin:

x(ZVY)=X(Z1Y"h (52)

gde je h bilo kakva matrica-kolona. Ovda treba napomenuti da se uslov
paraunitarnosti kao i uslov unitarnosti mogu formulisati striktno i manje striktno. U
striktnoj definiciji s desne strane definiSuce jednacine bice jedini¢na matrica dok ¢e u
manje striktnoj definiciji ta jedinicna matrica biti pomnoZena realnom pozitivnom
konstantom. Mi ¢emo uglavnom koristiti manje striktnu definiciju.

Ova analogija uslova paraunitarnosti matrica-kolona i uslova komplementarnosti
oshova je za primenu bogate teorije paraunitarnih matrica, nastale u oblasti filterskih
banaka [Vaidyanathan 93], na teoriju komplementarnih sekvenci.

Osobine paraunitarnih matrica

Primena tilda operacije na paraunitarnu matricu daje paraunitarnu matricu.
Transponovanje paraunitarne matrice daje paraunitarnu matricu.
Konjugovanje paraunitarne matrice daje paraunitarnu matricu.

Opsti oblik paraunitarne matrice stepena N i veli¢ine 2 X 2 jeste:

_ c(Z™h Szt ] [ c(Z™ N
1 = =
Pz = —S*R(z71) C*R(Z7D) —ZNs*(2) Z7Nc*(2) (53)
gde (.)® oznadava revertovanje polinoma.
On se moze pisati I u transponovanom obliku:
-1y _ [CZ7H —S*R(Z‘l)]_[C(Z‘l) —-Z7NS§*(Z)
P )_[5(2-1) cRzYH1 sz z7Vc*(2) (64)
Invertovana paraunitarna matrica je:
“1r7-1y _ Br7-1y _ |CT(Z) —ZNS(Z_I)]

i ona je nekauzalna matrica. Od nje se moze dobiti kauzalna matrica kada se
pomnozi s kasnjenjem Z~V:
c*(2)z™N —s(z—l)]_[c*R(z—l) -S(z™YH
s*(z)yzv c@z+1? S*R@z™Y ¢zt
Tu matricu ¢emo zvati kauzalna inverzna matrica matrice P. Proizvod paraunitarne

matrice i njene kauzalno-inverzne matrice je jediniéna matrica pomerena u vremenu
(zakaSnjena):

ZN.p1(z71) = (56)
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cz=H szt HC*R(Z_l) —S(Z_l)] _ [Z‘N 0
_S*R(Z—l) C*R(Z_l) S*R(z—l) C(z—l - 0 7N

eofy -z -

Proizvod dve paraunitarne matrice je paraunitarna matrica:

G S C;, S,
P,(Z7Y)-Py(Z7H)=| .. H * *]:
1 1 _SlR ClR _SZR CZR
[ GG —S$S3R 1S, + S, C3R ]_[ (€16, — 51557)  (G1S, + 5,GF) ]
L=SRC, — CIRS3R CPRCGR — SiRS,1 T [=(C1S, + $,6R)R (€., — 5,S3R)*RI - (58)

Stepen paraunitarne matrice se definiSe kao stepen polinoma koji se dobija kada se
izratuna determinanta paraunitarne matrice. Naravno, vazi osobina da je stepen
proizvoda dve paraunitarne matrice jedanak zbiru stepeni pojedina¢nih matrica u
proizvodu.

Paraunitarne matrice mogu da se interpretiraju kao banke filtera s N ulaza i N izlaza.
Mnozenje matrica odgovara kaskadi filtera. Znaci, paraunitarna matrica veli¢ine 2 X 2
odgovara dvoulazno dvoizlaznom filteru.

Mnozenje paraunitarne matrice s desne strane sa [é] (ili sa [(1)]) odgovara koriséenju

samo gornjeg (ili donjeg) izlaza filtera tako da dobijamo dvoulazno jednoizlazni filter.

Mnozenje paraunitarne matrice s leve strane sa [1 1] odgovara dovodenju istog
signala na oba ulaza filtera tako da dobijamo jednoulazni dvoizlazni filter. Sli¢an efekat
se dobija mnozenjem s leve strane sa [1 0] ili [0 1].
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3. Osobine binarnih komplementarnih

sekvenci

Pod standardnim  binarnim  komplementarnim  (Golejevim)  sekvencama
podrazumevaéemo binarne sekvence duzine 2V ¢&iju je konstrukciju dao Golej u svom
radu [Golay 61]. Interesantno je da se u vrlo malo radova obraduju autokorelacione
osobine ovih sekvenci kao individualnih sekvenci. U literaturi su ove sekvence mahom
analizirane kao parovi, tako da su veoma retko proucavane kao pojedinacne sekvence.
lako su binarne Golejeve sekvence samo veoma specijalan sluc¢aj Sire familije
komplementarnih sekvenci, ¢ak ni one nisu detaljno proucene a kamoli cela familija.
Utoliko pre nedostaje literatura o osobinama polifaznih sekvenci, skupova
komplementarnih sekvenci i naravno QAM komplemenatrih sekvenci. Osobine
nestandardnih sekvenci, kernela i sekvenci dobijenih njihovom kombinacijom potpuno su
neistrazene. Zato ¢emo se mi ovde pozabaviti samo osobinama binarnih sekvenci, s
nadom da ¢e neko uskoro prouiti i ostale familije. Rezultati koje ¢emo prikazati
uglavnom poticu iz [Budisin 92] uz manje dopune.

3.1. Duzina sekvenci

Duzina standardnih Golejevih sekvenci je 2V dok je duzina PN sekvenci manja za
jedan i jednaka je 2V — 1. Zbog prirode broja koji odreduje njihovu duzinu, Golejeve
sekvence su pogodnije za implementaciju digitalnih elektronskih sklopova. U radarskim i
komunikacionim sistemima je uobicajeno da se blokovi definiSu kao umnosSci nekog
osnovnog takta s brojem koji je stepen dvojke. Tako se obi¢no pojednostavljuje
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implementacija osnovnih algoritama za obradu signala. Ocigledan primer je FFT (Fast
Fourier Transform) blok koji je prirodno definisan za takve duzine. Tako se, na primer,
za resavanje PAPR problema u OFDM sistemima sekvenca dovodi na FFT-IFFT blok pa
su Golejeve sekvence u toj primeni mnogo pogodnije od drugih sekvenci. Cak i ostale
standardne komplementarne sekvence u visim konstelacijama (M-PSK 16-QAM, 64-
QAM) imaju duzinu 2V,

3.2. Broj razlicitih sekvenci zadate duzine

Broj binarnih Golejevih sekvenci izrazava se veoma jednostavnom formulom:
N!2N /2. Faktor N! jednak je broju permutacija koje se koriste pri generisanju dok faktor
2N potie od broja Vol3ovih funkcija.

Tab. 4. Broj Golejevih sekvenci i PN sekvenci za razli¢ite duzine

N DuZina | DuZina Broj Golejevih sekvenci Broj PN Broj rotiranih

Golej PN sekvenci PN sekvenci
2 4 3 8 1 3
3 8 7 48 2 14
4 16 15 384 2 30
5 32 31 3.840 6 186
6 64 63 46.080 6 378
7 128 127 645.120 18 2.286
8 256 255 10.321.920 16 4.080
9 512 511 185.794.560 48 24.528
10 1.024 1.023 3.715.891.200 60 61,380
11 2.048 2.047 81.749.606.400 176 360.272
12 4.096 4.095 1.961.990.553.600 144 589.680
13 8.192 8.191 51.011.754.393.600 630 5.160.330
14| 16.384 | 16.383 | 1.428.329.123.020.800 756 12.385.548
15| 32.768 | 32.767 | 42.849.873.690.624.000 1.800 58.980.600

S druge strane, broj razlic¢itih PN sekvenci zavisi od broja generiSu¢ih polinoma u
kona¢nom polju Galoa. Za odredivanje tih polinoma neophodno je veoma sofisticirano
poznavanje polja Galoa. Broj razli¢itih PN sekvenci, ne racunajuéi cikli¢ne rotacije,
jednak je @(2¥N — 1)/N; @(.) se naziva Ojlerova totient funkcija i definisana je kao broj
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prirodnih brojeva manjih od N i uzajamno prostih s N. Ne postoji analiticki izraz kojim se
ova funkcija moze predstaviti kao §to, recimo, ne postoji analiticki izraz za N-ti prost
broj. Ako bi se u obzir uzele i cikli¢no rotirane PN sekvence, ukupan broj bi iznosio:
p(2"-1)- (2" -1)/N

Iz podataka u Tab. 4 uotavamo da je broj Golejevih sekvenci ve¢i od broja PN
sekvenci za svaku duzinu i to ¢ak i kada se racunaju sve ciklicno pomerene PN sekvence
(Sto je za mnoge primene neprihvatljivo). Za dugacke sekvence, na primer za duzinu
1023/1024, komplementarnih sekvenci ima drasti¢no vise nego PN sekvenci. Generalni
trendovi rasta broja sekvenci prikazani su na Sl. 4.

Broj razlicitih sekvenci u funkciji duZine definisane sa N

Broj

Sl. 4. Broj razli¢itih sekvenci u funkciji duzine sekvenci

3.3. Autokorelacione osobine

Mehanizam koji garantuje ograni¢ene bo¢ne lobove i kod Golejevih sekvenci i kod
PN sekvenci slican je. Prvo treba napomenuti da su Golejeve sekvence definisane kao
aperiodi¢ne sekvence posto je uslov komplementarnosti formulisan pomocu aperiodi¢nih
autokorelacionih funkcija. S druge strane, PN sekvence su definisane kao periodi¢ne
sekvence i jedna od najznacajnijih osobina im je da njihova periodi¢na autokorelaciona
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funkcija ima lobove jednake -1. Manje je poznato da se ova osobina moze formulisati
preko aperiodi¢ne autokorelacione funkcije kao:

RPN(k) + RPN(L —k)=-1 (59)

Kada ovaj izraz uporedimo sa uslovom komplementarnosti za Golejeve sekvence
vidimo analogiju:

Rq(k) + Ry(k) =0 (60)

Treba uociti ovo: kada N raste odnos bo¢nog loba (koji je -1) i glavnog loba (koji
ima vrednost 2¥ — 1) teZi nuli i to veoma brzo. Zato gornju jednacinu moZemo pisati:

Rpy (k) + Rpy (L - k)NO (61)
Ovaj uslov mozemo zvati uslov komplementarnosti PN sekvenci.

Na prvi pogled nije jasno kako uslov komplementarnosti autokorelacione funkcije
garantuje male bo¢ne lobove. To ¢emo objasniti na slu¢aju komplementarnih sekvenci.
Podsetimo se da je Furijeova transformacija autokorelacione funkcije jednaka spektralnoj
gustini snage. Takode se podsetimo i toga da spektar snage ne moze biti vec¢i od
dvostruke vrednosti srednje snage. Posto je Furijeova transformacija linearna funkcija,
mozemo autokorelacionu funkciju posmatrati kao zbir centralnog loba koji ima oblik
delta impulsa i boénih lobova ¢iji je oblik nepoznat. U spektralnom domenu delta impuls
koji predstavlja glavni lob preslikava se u konstantnu - DC (direct current) komponentu
spektra a to je srednja vrednost spektra i ozna¢i¢cemo je sa E. Bo¢ni lobovi se preslikavaju
u varijabilni deo spektra koji se dodaje na E. Medutim, ta varijabilna komponenta je
ograni¢ena na opseg vrednosti od —E do +E, zato §to je spektar uvek pozitivan a
maksimalna vrednost ne moze da prede 2E. Kada bi varijabilna komponenta imala samo
vrednosti +E bez meduvrednosti, njena snaga bi bila E2. DC komponenta koja ima
konstantnu vrednost E takode ima snagu E2. Zna¢i, mozemo zaklju&iti da ukupna snaga
varijabilnog dela spektra, koji poti¢e od bo¢nih lobova, ne moze biti ve¢a od snage DC
komponente u spektru. Kako je spektar kontinualna funkcija, sigurno je nemoguce da ¢e
varijabilna komponenta imati skokovite promene od -E do +E i obrnuto. Pre se moze
ocekivati da ¢e te promene liiti na sinusoidalnu funkciju. Ako bismo Koristili model
sinusoide koja ima amplitudu E, onda bi njena srednja snaga bila £2/2. Sledi da bi snaga
varijabilnog dela spektra bila dvaput manja od snage DC komponente spektra.

Po Parsevalovoj teoremi, snaga bo¢nih lobova autokorelacione funkcije ne moze biti
veca od snage glavnog loba (model kada varijabilni deo spektra uzima vrednosti +F) a
verovatno je bolja aproksimacija da je jednaka polovini snage glavnog loba (sinusiodalni
model). Posto je amplituda glavnog loba 2V onda je njegova snaga 4". Snaga bo¢nih
lobova je po drugom modelu 4 /2. Nas zanima srednja snaga bo¢nih lobova koju
dobijamo kada ukupnu snagu podelimo s brojem bocnih lobova pa dobijamo:
(4N /2)/(2-2N) = 2N /4. 1z ove vrednosti moZzemo izradunati srednju amplitudu boénih

lobova i ona iznosi: /2N /4 = 2N/2 /2 = /L /2 gde je L duzina sekvence.
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Medutim, za sekvence je Cesto vazan podatak kolika je vrSna vrednost boc¢nih
lobova. Kako boc¢ni lobovi sigurno nisu medusobno jednaki, moramo zakljuciti da ¢e oni
pouzdano biti znatno veci od njihove srednje vrednosti. Ali moze se ocekivati kako ¢e
biti sacuvan opsti trend da veli¢ina bo¢nih lobova raste s kvadratnim korenom dok glavni
lob raste linearno s duzinom sekvenci. Poredenje srednje kvadratne vrednosti lobova i
vrs$ne vrednosti lobova prikazano je u Tab. 5.

Tab. 5. Maksimalni autokorelacioni pikovi i srednja kvadratna vrednost (RMS)
lobova za najbolje i najgore primerke Golejevih i PN sekvenci

DuZina Autokorelacioni pikovi RMS vrednost bocnih lobova
Min. | Min. | Maks. | Maks. | Min. | Min. | Maks. | Maks.

N | Golej PN Golej | PN | Golej PN Golej PN | Golej PN
2 4 3 1 1 1 2 082| 0,70, 0,82 1,58
3 8 7 2 1 3 3 1,31 | 0,70 1,31 1,78
4 16 15 3 3 5 5 1,26 | 1,39 1,93 2,25
5 32 31 4 4 11 7 1,90 1,74 | 2,78 2,92
6 64 63 6 6 21 11 2,57 2,01 3,87 3,94
7 128 127 8 8 39 16 3,82 | 390| 5,26 | 5,39
8 256 255 12 13 73 22 535| 591 7,53 7,19

Iz navedenog izvodimo sledece zakljucke:

Kada poredimo najbolje sekvence u pogledu najveceg pika, obe familije su
jednake sem za duzine 8/7 gde su bolje PN sekvence i duzine 256/255 gde su
bolje Golejeve sekvence.

Kada poredimo najgore sekvence u pogledu najveceg pika, PN sekvence
imaju ubedljivo bolje rezultate. Recimo, za duzinu 256/255 najgora Golejeva
sekvenca ima lob (veli¢ine 73) koji je 28,5% od glavnog loba dok je to kod
PN sekvence (22) 8,6%. Medutim, ovaj podatak treba posmatrati u svetlu
¢injenice da Golejevih sekvenci imamo drasticno vise tako da je moguce ove
lose sekvence izbaciti i dalje dobiti veliki skup Golejevih sekvenci sa niskim
lobovima. Sa druge strane ova Cinjenica moze da objasni zasto Golejeve
sekvence nisu postigle popularnije (Sto je sasvim neopravdano) — zato §to su
prve analize bile povr$ne, naime, analiziran je samo mali podskup svih
Golejevih sevenci, i pokazale su da Golejeve sekvence imaju velike lobove.

Kada poredimo RMS (Root mean square) vrednosti lobova vidimo da nijedna
familija nije znacajno bolja. Najvece razlike su u okviru 25%. Jo§ je
interesantno uociti da su najbolje i najgore Golejeve sekvence u pogledu
RMS vrednosti uglavnom u odnosu v/2: 2.
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Sl. 5. Autokorelaciona funkcija komplementarnog para duzine 128 s velikim
autokorelacionim pikom koji iznosi 39 (amplituda glavnog loba se ne vidi na slici a
iznosi 128)
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SI. 6. Autokorelaciona funkcija komplementarnog para duzine 128 s malim
autokorelacionim pikom koji iznosi 8 (amplituda glavnog loba se ne vidi na slici a iznosi
128)
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3.4. Faktor dobrote

Golej [Golay 77] je definisao faktor dobrote (Merit Factor) kao:
NZ
Fo = N-1 2
2+ Ypzi|Ra (k)|
Sustina ove definicije pokazuje kako je faktor dobrote mera ravnoce spektra. Za

potpuno ravan spektar, faktor dobrote bio bi beskonacan. Ekvivalentna definicija u
spektralnom domenu prema [Parker 04] glasi:

N2
= 2T .
Jy (A(e'?)|? — N)2dt
gde je A(Z™1) Z transformacija od “a”.
Najvec¢i faktor dobrote ima Barkerova sekvenca duzine 13 i on iznosi 14,08. Sledeca

sekvenca je Barkerova sekvenca duzine 11 s faktorom dobrote 12,1. Za sekvence do
duzine 117 najveéi poznat faktor dobrote je 9.56 (pronaden sistematskim pretrazivanjem).

(62)

Fq

(63)

Familija sekvenci koja postoji za proizvoljno velike duzine s velikim faktorom
dobrote jesu rotirane Lezandrove sekvence i njihov asimptotski faktor dobrote je 6, a on
se postize kada se sekvenca rotira za Cetvrtinu svoje duzine.

Sledec¢a beskonacna familija sa asimptotski dobrim merit faktorom koji je jednak 3
jesu Golejeve sekvence. Naime, za Rudi-Sapiroovu konstrukciju koja odgovara
Golejevim sekvencama generisanim pomocu jedini¢ne permutacije, postoji analiticki
izraz za merit faktor i on za sekvence duzine 2" iznosi:
B 3
~1—(=0,5)V
Merit factor za Golejeve sekvence je moguce izraCunati kada znamo srednju

kvadratnu vrednost lobova koja je data u Tab. 5. Na osnovu tih vrednosti odreden je
factor dobrote prikazan na

F, (64)

SI. 7. Moze se postaviti hipoteza da najbolji factor dobrote tezi ka vrednosti 3v2 a
najgori ka 3v2/2.
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Faktor dobrote za najbolju, Rudin—éapimi najgoru Golejevu sekvencu

—————————————————————————————

3 4 5 6 7
Stepen dvojke M koji odredjuje duZinu sekvence

Sl. 7. Faktor dobrote za Golejeve sekvence duzine 4 do 256 odreden numericki

Bilo bi interesantno da se ova hipoteza teorijski dokaze posto bi tada Golejeve
sekvence bile drugoplasirana beskona¢na familija sekvenci sa velikim asimptotskim
faktorom dobrote odmah posle rotiranih Lezandrovih sekvenci. Rotirane Lezandrove
sekvence imaju factor dobrote 6 dok bi za Golejeve on bio 4,24 $to je bolje od, do sada,
poznatog rezulatat za Rudin-Sapiro konstrukciju Golejevih sekvenci za koju on iznosi 3.

Kako PN sekvence imaju slicne srednje kvadratne vrednosti boc¢nih lobova
zakljucujemo da ¢e imati i sliéne vrednosti za factor dobrote.

3.5. Spektralne osobine

Ranije smo videli da je vr$ni faktor spektra komplementarnih sekvenci ogranicen sa
2. Tu maksimalnu vrednost dostize veéina sekvenci, ako ne egzaktno, onda joj se veoma
priblizava. Kod veéine sekvenci to odstupanje nije vece od 0,1%. Zbog toga nema svrhe
pretrazivati komplementarne sekvence da bi se nasle one bolje u pogledu vrne vrednosti
spektra.

U prethodnom poglavlju pokazali smo da postoji veza izmedu srednje kvadratne
vrednosti promenljivog dela spektra i srednje kvadratne vrednosti bocnih lobova.
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Pokazali smo i to da srednja kvadratna vrednost promenljivog dela spektra ne moze biti
veca od kvadrata DC komponente. Procenili smo da bi ona mogla biti jednaka polovini te
vrednosti.

Periodi¢na autokorelaciona funkcija PN sekvenci je dvonivoska pa je i DFT
dvonivoski. To bi znacilo da je spektar ravan, izuzev nulte komponente koja je znacajno
manja. Medutim, zna se da DFT, po definiciji, racuna spektar periodi¢nog signala. Kako
se u praksi PN sekvence uvek koriste kao aperiodi¢ne, valja izraCunati aperiodi¢ni
spektar. To se moze uraditi na dva nacina:

Dodaje se veci broj nula (mnogo vise od duzine sekvence) i racuna se DFT.

Racuna se Furijeova transformacija kao kontinualna funkcija od ugaone frekvencije

Tako izracunat spektar aperiodi¢ne PN sekvence ne pokazuje samo to da spektar nije
konstantan ve¢ i to da vrSna vrednost ¢esto premasuje dvaput srednju vrednost i to ¢esto
za znacajan faktor. U Tab. 6. prikazan je vr$ni faktor PAPR za najbolje i najlosije PN
sekvence do duzine 1023. Kako su sekvence analizirane kao aperiodi¢ne, generisane su
sekvence koje odgovaraju svim primitivnim polinomima kao i svi ciklicni pomaci
sekvenci.

Tab. 6. PAPR za PN sekvence u zavisnosti od duzine

N DuZina PAPR najbolje PAPR najgore
sekvence sekvence sekvence
2 3 1,67 3,00
3 7 1,38 3,57
4 15 2,03 3,48
5 31 1,96 5,45
6 63 2,14 4,83
7 127 2,42 5,12
8 255 2,80 5,96
9 511 2,94 6,56
10 1023 3,09 6,42

Zapazamo da za duzine vece od 31 ne postoje PN sekvence ¢iji je PAPR manji od 2 i
da za duzinu 511 PAPR za neke sekvence dostize ¢ak vrednost 6.56. Na Sl. 8, SI. 9 i SI.
10 prikazani su spektri Golejeve sekvence duzine 32:

[1,-1,-1-1-11,-1,-1-1111,-1,1,-1-1,-1,1,11,1,-1,1,1,-1,1,1,1,-1,1,-1,-1]
1 PN sekvence duzine 31:
[1-1,-1,-11-111111,-111-1,-1,21,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,1,-1,1,-1,-1].
SI. 111 Sl. 12 prikazuju spektre sekvenci duzine 512, odnosno 511.

53



Osobine binarnih komplementarnih sekvenci

Spekiralna gustina snage Golejeve sekvence duzine 32 nommalizovana na sredju snagu

a 2000 4000 =] 8000 10000 12000 14000 16000 18000
Ucestanost

Sl. 8. Spektar prve sekvence iz komplementarnog para

Spektralna gustina snage druge sekvence u komplementarmom paru
2 T T T T T T

0 2000 4000 G000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
Ucestanost

SI. 9. Spektar druge sekvence iz komplementarnog para

Spektralna gustina snage PM sekvence duzine 31 normalizovana na sredju snagu
B T T T T T T T T

a 2000 4000 EO00 8000 10000 12000 14000 16000 18000
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Sl. 10. Spektar PN sekvence

Spektralna gusting snage Golejeve sekvence duzine 512
3 I T T T

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
Ucestanost

Sl. 11. Spektar Golejeve sekvence duzine 512
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Spektralna gustina snage PN sekvence duzine 511
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Sl. 12. Spektar PN sekvence duzine 511

3.6. Hamingova rastojanja

U radu [Davis 99] pokazano je da je za Golejeve binarne sekvence minimalno
Hamingovo rastojanje definisano izrazom Dy > 2™ /4.

Naime, sekvence generisane jednom permutacijom razlikuju se samo po VolSovoj
funkciji koja mnozi jednu osnovnu sekvencu. Tada su medusobna rastojanja jednaka
Dyam = 2™/2, odnosno medukorelacija je nula. 1zmedu sekvenci generisanih razli¢itim
permutacijama (Sto odgovara razli¢itim kosetima Rid-Milerovih kodova) vazi Dy, >
2™ /4. Prevedeno na medukorelaciju to se svodi na C = 2™ /2. Kako je autokorelacioni
pik 2™ to znaci da je relativna medukorelacija Cx < 50%.

3.7. Linearna slozenost

Linearna sloZenost sekvenci je narocito znacajna za kriptografiju. Ona se definiSe
kao duZina najkra¢eg pomerackog registra s linearnim povratnim spregama koji moze da
generiSe datu sekvencu. U radu [Karkkainen 1994] analizirana je linearna sloZenost
Golejevih sekvenci. Koris¢ene su sekvence generisane polaze¢i od kernela duzine 2, 10 i
26. Autor je koristio Berlekamp-Masijev algoritam i pokazao da je linerarna slozenost
Golejevih sekvenci izmedu 0,75 i 0,98 puta duzina sekvenci. To je veoma povoljan

55



Osobine binarnih komplementarnih sekvenci

rezultat buduci da je slozenost PN sekvenci logaritam za osnovu dva od duzine sekvence
a to je znatno manje od duzine sekvence i brzo opada sa povecanjem duzine.

S druge strane, u radu [Parker 00] postavljena je hipoteza da Golejeve sekvence
imaju optimalan Hadamardov i Nega-Hadamardov vrsni faktor. Takode je konstatovano
da Golejeve sekvence pripadaju familiji Bent i familiji Nega-Bent za duzine 2V gde je
N # 2 mod 3. Bent sekvence su veoma znacajne U kriptografiji poSto su najudaljenije od
sekvenci generisanih linearnim generatorom.

3.8. Generatori sekvenci

Bilo koji element bilo koje Golejeve sekvence moze se lako izracunati softverski ili
generisati hardverski. Da bi se generisala PN sekvenca, prvo treba odrediti generisuci
polinom kao primitivni polinom u polju Galoa a za to valja imati znanja iz apstraktne
algebre; taj zadatak ne moze se lako softverski realizovati a posebno je neprakti¢no
realizovati ga hardverski.

Golejeve sekvence mogu da se generiSu nerekurzivnim algoritmom ali 1 rekurzivnim.
Ipak, nerekurzivni algoritam se mnogo jednostavnije implementira u slu¢aju binarnih
sekvenci, posto su neophodni samo brojaci i logicka kola.

3.9. Korelatori sekvenci

Algoritam za brzu Golejevu korelaciju objavljen je prvi put u [Budisin 91]. Autor se
u radu prvenstveno bavi primenom u kompresiji radarskih impulsa, pa rad nije bio
zapazen. Medutim, u radu [Popovi¢ 99] predlozena je primena brzog korelatora u
mobilnoj telefoniji i to je privuklo paznju telekomunikacione zajednice. Od tada je
objavljeno mnogo radova u kojima se detaljnije razmatra implementacija brzog
korelatora i na komplementarne parove i na komplementarne skupove od vise od dve
sekvence ali i na sekvence izvedene iz komplementarnih sekvenci; uzmimo za primer
[Pérez 10].
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Osnovna karakteristika efikasnog korelatora jeste to da se on, za binarne sekvence
duzine 2V, sastoji od N kaskadnih blokova koji sadrze samo liniju za ka$njenje i jedan
sabira¢ 1 jedan oduzima¢. Svaki blok kompleksnih (polifaznih) komplementarnih
sekvenci sadrzi i jedan kompleksni mnoza¢ (njega nema u slucaju da se sekvence
binarne). Jo$ je vazno imati u vidu da efikasni korelator istovremeno koreliSe ulazni
signal s obe komplementarne sekvence koje ¢ine komplementarni par Sto predstavlja
dodatnu ustedu u hardveru ako su obe korelacije potrebne.

S druge strane, moguce je realizovati i efikasni korelator za PN sekvence [Budi$in
89]. Taj korelator se svodi na blok za permutovanje ulaznih simbola, blok za brzu
Volsovu transformaciju (FWT — Fast Walsh Transform) i blok za permutovanje izlaznih
simbola. Sam FWT blok ima strukturu sli¢cnu FFT algoritmu s tim §to su svi koeficijenti
samo +1. Ipak, sam FFT/FWT algoritam nije jednostavan i postoji mnogo njegovih
podvarijanti: Radix-2, Radix-4, in place, decimation in time, decimation in frequency i sl.
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4. Poznati algoritmi

Poznati algoritmi za generisanje sekvenci duzine 2V dele se na rekurzivne i
nerekurzivne algoritme (direktne metode). Osnovni nerekurzivni algoritam dao je Golej
[Golay 61] i do sada nisu poznate binarne sekvence duzine 2" koje se ne mogu generisati
tim algoritmom.

Golej je u istom radu dao i nekoliko rekurzivnih algoritama, ali nije analizirao odnos
rekurzivnih i nerekurzivnih algoritama. Prva kompletno rekurzivna konstrukcija binarnih
komplementarnih sekvenci je data u [Budisin 90A]. Medutim, u tom radu nisu generisane
samo binarne sekvence nego i polifazne tako da je tu prvi put rekurzivnim algoritmom
generisana $ira klasa sekvenci nego tada poznatim nerekurzivnim algoritmom.

Nesto kasnije, u [Davis 99] navedena je direktna metoda za generisanje polifaznih
sekvenci i ona postaje opste prihvacena; sekvence generisane tom metodom navode se
kao GDJ (Golay-Davis-Jedwab) sekvence. Ta nerekurzivna metoda je postala toliko
znacajna zato §to su autori pokazali ekvivalentnost GDJ sekvenci i Rid-Milerovih
kodova. Ali ona generise samo sekvence s kona¢nim alfabetom ¢iji su elementi stepena
primitivnog korena jedinice dok je rekurzivna metoda iz [Budisin 90A] opstija i generise
pored sekvenci s kona¢nim alfabetom i sekvence s beskona¢nim alfabetom.

Ubrzo posle rada [Budisin 90A] pojavljuje se i rad sa slicnim algoritmom [BudiSin
90B] s tim $to sekvence nisu ograni¢ene da po modulu budu jednake jedinici nego u
opStem slucaju mogu biti viSenivoske.

Dalji radovi 0 QAM komplementarnim sekvencama iskljuc¢ivo su se zasnivali na
direktnoj metodi i koristili metodologiju uvedenu u [Davis 99] pa je izgledalo da
nerekurzivna metoda definitivno preovladuje. Mi ovde zasnivamo celu teoriju na
rekurzivnim metodama za koje se pokazalo da su direktno povezane s paraunitarnim
matricama iz teorije banaka filtera (Filter Banks). Zato ¢emo od direktnih metoda opisati
samo prvobitnu Golejevu metodu.
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4.1. Standardni nerekurzivni algoritmi

Opsti nerekurzivni algoritam za binarne sekvence dao je Golej [Golay 61].

Neka je P permutacija N brojeva i neka je b;(k) Bulova funkcija. Unipolarne
sekvence:

N-1
a(k) = Z bp-1)(k) bp(p (k)} mod 2
=1

b(k) = (z bp-1)(k) bpy (k) + bp(o) (k)} mod 2

(65)
¢ine komplementarni par. Takode sekvence:
N-1
a(k) = Z bp-1)(k) bP(l)(k)} mod 2
fo
b(k) = Z bP(l 1)(k) bP(l) (k) + bP(N 1) (k)} mod 2 (66)
=1

¢ine komplementarni par. Golej dokazuje da par ostaje komplementaran ako obe
sekvence (u bipolarnom obliku $to odgovara XOR operaciji u unipolarnom obliku) iz
para pomnozimo s Volsovom sekvencom. Takode treba uociti da je drugi sabirak u izrazu
za b(k) VolSova sekvenca.

TAKT

— /2 2 2 2 12 2 2 AR 2

IEEEEE
YWY

Sl. 13. Generator Golejeve sekvence direktnom metodom — prikazan je slucaj
osnovne permutacije
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Na Sl. 13. ilustrovan je generator Golejeve sekvence za osnovnu permutaciju i
osnovnu VolSovu funkciju. Generator se svodi na jedan N stepeni binarni brojac (delitelj)
pracen s N —1 OR kola ¢iji ulazi idu na N —1 ulazno XOR kolo. U slu¢aju da
permutacija nije osnovna, samo se drugacije povezuju ulazi u OR kola. Kada VolSova
funkcija nije osnovna neki izlazi iz brojaca se povezuju na ulaze XOR kola, Sto znaci da
u najslozenijem sluc¢aju XOR kolo treba da ima dvaput viSe ulaza nego u prikazanom
slucaju.

U [Paterson 00] pokazano je da ova metoda generiSe iste sekvence kao rekurzivna
metoda iz [Budisin 90A].

4.2. Standardni rekurzivni algoritam

Rekurzivni algoritam kojim se duplira duzina sekvenci zasniva se na slede¢im
transformacijama koje zadrzavaju komplementarnost. Pretpostavimo da je par sekvenci
a(n) i b(n) komplementaran:

Pomeranje jedne ili obe sekvence u vremenu. Ovo je, u stvari, osobina koja zadrzava
vrednost autokorelacione funkcije pojedinacnih sekvenci pa samim tim i
komplementarnost para. Znaci, sekvence a(n — k,) i b(n — k) su komplementarne ili
formulisano u Z domenu A(Z™1)-Z%e i B(Z™1) - Z~%» predstavljaju komplementarni
par.

Fazni pomak jedne ili obe sekvence. Ovo je takode osobina koja zadrzava vrednost
autokorelacione funkcije pojedina¢nih sekvenci pa samim tim i komplementarnost para.
Znaci, sekvence a(n)-e'® i b(n)-e" su komplementarne odnosno u Z domenu
AZ™-e @iz e

Novi par sekvenci koji se dobija kao zbir i razlika podetnog para takode je
komplementaran. Dakle, sekvence a(n) + b(n) i a(n) —b(n) su komplementarne
sekvence, odnosno A(Z"Y) + B(Z™Y) i A(Z™Y) — B(Z™1). Ovo ¢emo dokazati pomoéu
jednacine (25):

Rarp (Z_l) + Rap (Z_l) =
{AZ)+ BOKA (Z™D) + B (Z"}+{A2) —BDOHA'(Z ) - B*(Z71)} =
2ADA*(Z™Y) +2B(Z)B*(Z™Y) = 2{R,(Z) + R, (Z)} = 2C (67)
Ova transformacija sustinski generise kvalitativno nove komplementarne
sekvence. Na bazi ove 3 osnovne transformacije, u radu [Budisin 90A] dat je opsti
rekurzivni algoritam koji generise sve binarne sekvence duzine 2" iz Golejevog rada
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[Golay 61] i polifazne sekvence iste duzine. Neka su pocetne sekvence duzine 1 date sa
ay(n) = by(n) = [1]. Tada duze sekvence dobijamo slede¢om rekurzijom:
ars1(n) = ap(n) + Wy - b (n — Dy)
brs1(n) = ag(n) — Wy - b(n — Dy) (68)
gde su W, unimodularni koeficijenti, kasnjenja su: D, = 2Pk, P, je permutacija
brojeva {0, 1, ..., N — 1} a N je broj rekurzija. Treba izabrati ovakave vrednosti za D, jer
se tako dobijaju polifazne ili binarne sekvence. Ako to ne postavljamo za uslov onda se
mogu uzimati proizvoljne vrednosti za D, koeficijente i generisane sekvence i dalje ¢e
biti komplementarne. Pri tome treba imati u vidu da je duzina generisanih sekvenci posle
poslednje rekurzije jednaka zbiru svih D, koeficijenata plus 1 te da se za neki izbor Dy,
koeficijenata, u sekvenci mogu pojaviti praznine, to jest — elementi sekvence koji su
jednaki nuli. Kada je D, = 2Pk dobijaju se najduze sekvence bez praznina ¢ija je duzina
2N Tada se sabiranje i oduzimanje u (68) uvek vrsi s jednim sabirkom koji je jednak
nuli, a to znaci da u prakti¢noj implementaciji uopste ne treba sabirati i oduzimati. Kada
je duzina vecéa od 2V obavezno ¢e se pojaviée praznine. Kada je duzina manja od 2"
obavezno nastaju nastaju preklapanja, sto znaci da ¢e u (68) ponekad oba sabirka biti
razli¢ita od nule, pa ¢e rezultat sabiranja biti po modulu veci od 1 (ipak postoje slucajevi
kada se sabiraju brojevi ¢iji je moduo jednak 1 a i zbir je jednak 1 ali oni su retki). Treba
imati u vidu da izbor duzine sekvenci ne garantuje odsustvo praznina i preklapanja. On je
samo preuslov, a njihovo odustvo garantuje samo pravilan izbor kasnjenja Dj.
Formulisano u domenu Z transformacije, rekurzija postaje:

AerZ D) =4 Z D)+ Wy - B (Z71) - Z7Px

Bes1(Z71) = A(Z™Y) =Wy By (Z71) - Z7 P (69)
i najzad u matricnom obliku:
1 W,-Z Pk
@ =] 0] @ = @ oz (70)
. _ A(Z7D)
1\ k
odeje x (27 = | f o)

M (Z71) = [1 W 7- Dk] [1 —MI;I;,{] ' [(1) ZPDk

_[1 0 Wk] [(1) ZO (71)
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1y _[1 0 ] [ 0 .
xy(Z7) = [ 0 Wy_,Z Pn-1 [1 _1] 0 Wy_,Z Dn-2

H —11] ' [(1) Wog—Do] ' [ﬂ (72)

ili u eksplicitnoj formi:

nan= [T B wded- TTE %2500 o

k=N-1

Ovaj algoritam mozemo prikazati blok Sematski kao na Sl. 14:

Sl. 14. Blok sematski prikaz rekurzivnog algoritma za generisanje polifaznih
sekvenci

1 1 _[1 0 ] _Mm o 0 17. -D
M (Z7) = [1 —1] 0 W-Z7Px|™ [1 o] + [o —1] Wi 2
=A+B-W,-Z P« (74)
1 07. 0 1 . N . <
gdesu A = [ 1 0 I B = [ 0 — 1]. M, je matri¢ni binom (polinom s dva ¢lana) stepena

D,,. Sada mozemo napisati i nerekurzivni — eksplicitni izraz za komplementarne sekvence

pomocu binoma iz (74):

0
=TT 26wl
0
) {,LL(A e 'Z_Dk)} L (75)
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Na kraju ¢emo pokazati alternativnu formu ovog algoritma koja ¢e nam biti korisna
kasnije. Polaze¢i od (71) i (72) mozemo pisati:

GRS B P B PN B PR B P

J R e e B PR B PP

o wil'lo 2% [1l= (76)
2=l Ao wollo el b Db w)

lo ol -l Al wllo -l o 2%

[(1) —WO][1 [o Wo] [0 z [ﬂ (77)

Ovde smo levo od faktora [1

1
1 0771 L T . . 1
[O —Wo] [0 Wo*] koja je jednaka jedini¢noj matrici. Zatim smo zamenili mesta
1

0
matri [1 0 Hl
atricu —w, | lo
[(1) V(V) ] i nastaviti proces. Dobili smo novu matricu:
1
[1 0]_[1 1]_[1 O]_[l 0]_[1 Wo]_[l
o -wgl'li —d'lo wol Tlo —wgllr —wl T -wg

=l 1]
w1

_11] na krajnje desnoj strani ubacili matricu:

. . [1 0 . . .
matricama [ 9[,1] i [0 —W] posto su dijagonalne matrice komutativne. Onda
0

0 y o
Wo] moZemo pisati kao [O w, Wo] koju mozemo oznaciti kao

(78)

Na taj nacin jednacina (76) dobija oblik:
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_ 1 —wy_ 1 0 I —wy 1 0
N N-1] _ N-2] . ,
(27 = [wf{,_1 1 ] [O Z‘DN-l] [Wi}—z 1 ] [O Z7Pn-2

[mi _Ih]'[é ZPDl]'[M}S _IVO]'B ZPDo]'[ﬂ

= [T 6 201

k+N—1 (79)

gde je wy = =Wy, w; = =W, - W, itd. Kako su wy, koeficijenti unimodularni kao i
W, koeficijenti, mi ¢emo ubuduée u gornjoj formuli koristiti W, umesto w, . Takode
treba napomenuti da je u izrazu (79) s krajnje leve strane ispusten jedan faktor oblika
[1 0
0 w
normalizacije.

] ali on nije bitan posto samo menja fazu b sekvence a to se svodi na problem

4.3. ViSenivoske komplementarne sekvence

Drugi za nas vazan rekurzivni algoritam dat je u [Budisin 90B] i glasi:
A (Z71) = A (Z71) — Q" B (Z71) - Z7Px

Bis1(Z71) = Q- Ak(Z™) + B (Z71) - Z7Px (80)
gde je Qy realan broj, i moze biti prikazan u matriénom obliku:
1 =0, -7 Dk
xen@ D=, "% [w@ = @ )
. _ A(Z7h
1\ k
atejexi(z7) = | 00|
) 1 —Q-Z Dk 1 —Q 1 o
1y — — .
M2 )_[Qk Z Pk ]_[Qk 1 ] [0 Z P
_ o 0 -11.,  ,-p, _ A . o=D
=l; +l] o) zP=ctpoqz (©2)

gde su C = [(1) (1) iD= [(1) _01] Ovo je matri¢ni binom (polinom s dva ¢lana)

stepena D; . Koriste¢i ove relacije mozemo napisati i1 nerekurzivni izraz za
komplementarne sekvence kao:

64



Poznati algoritmi

= Q) [] eor-o o) ]

0

- o D 250

K=N=1 (83)

Ovaj algoritam se moze blok Sematski prikazati kao na sl. 15. Na ulaz se dovodi delta
impuls.

W

Sl. 15. Blok Sema algoritma za generisanje visenivoskih komplementarnih sekvenci.

4.4. Efikasni korelator komplementarnih sekvenci

U radu [Budisin 91] prvi put je opisan efikasni korelator komplementarnih sekvenci.
Za razliku od standardne realizacije korelatora koji zahteva N operacija, efikasni
korelator zahteva log, (N) operacija. To je ista veli¢ina ustede kao kada se umesto DFT
algoritma koristi FFT algoritam. Medutim, za razliku od FFT algoritma struktura
efikasnog korelatora je veoma jednostavna i uniformna.

Sam korelator je prikazan na Sl. 14 s tim S§to on predstavlja prilagodeni filter na
revertovane 1 konjugovane sekvence posSto se korelacija svodi na konvoluciju s
revertovanom 1 konjugovanom sekvencom. Blok Sema korelatora prilagodenog na
sekvence generisane pomocu blok Seme sa Sl. 14 prikazana je u [Popovi¢ 99]; sli¢na je
blok semi sa Sl. 14 s tim S§to se element za kasSnjenje nalazi u drugoj grani a W
koeficijenti su konjugovani.

Ovde treba primetiti da je na blok semi na sSlI. 14 prikazan jednoulazni dvoizlazni
sklop. Mi ¢emo u sledecem poglavlju prikazati opstiju blok Semu generatora/korelatora
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koji je dvoulazni i dvoizlazni. Takode ¢emo pokazati da je sklop sa SI. 14 samo specijalan
slucaj tog opstijeg generatora/korelatora.

4.5. Varijacije standardnog algoritma

Sada navodimo razne varijante generisanja binarnih komplementarnih sekvenci.
Premda ¢emo obraditi i polifazne sekvence, usredsredicemo se na generisanje binarnih
sekvenci. Pre nego s$to izlozimo algoritme, naveS¢emo nekoliko osobina
komplementarnih sekvenci. Gornji algoritam (70) generise sekvence ¢iji je prvi element
uvek jednak +1. Sekvence ¢iji je prvi element jednak -1 mogu se dobiti od prethodnih
sekvenci mnozenjem sa -1.

Sekvenca a(n) dobijena pomocu permutacije P 1 sekvenca dobijena pomodu
revertovane permutacije jednake su. Takode, parovi sekvenci [a,b] i [a’,b’] koji su
dobijeni pomocu revertovanih permutacija su takve da su a i a’ jednake a b i b’ su
medusobno revertovane.

Za komplementarni par a(k)i b(k)vazi relacija b(k) = a(k) - wp(o)(k) ili b'(k) =
a(k) - wp—1)(k). Kako sekvence b(k) i b'(k) nisu jednake a ocigledno imaju istu
autokorelacionu funkciju, zaklju¢ujemo da su one medusobno revertovane. Znaci, ako
znamo jednu komplementarnu sekvencu, njena revertovana sekvenca se dobija pomocu
izraza:

a®(k) = a® (k) - wp(o) (k) - wp(n—1) (k). (84)

Takode mozemo zakljuciti: ako je [a, b] komplementarni par, komplementarni su
parovi [a, bR], [aR, b] i [a®, bR]. Postoji jos 12 komplementarnih parova koji se dobijaju
tako $to se prva ili druga ili obe sekvence invertuju (pomnoze sa -1); onda se dobija 16
komplementarnih parova koji odgovaraju jednom osnovnom paru:

[a,b], [a, bR], [a®, b], [aR, bR]

[—a, b], [—a, bR], [-aR, b], [-aR, bR]

la,—b], [a,—b"], [a®, — D], [a®, — D]

[—a, —b], [-a, —bE], [-a®, — b], [-aR, — bE]

Ako se komplementarna sekvenca/par [a,b] generise pomocéu jedinicne (70)
permutacije P, = [0,1,..n — 1], onda se sekvenca/par generisan pomocu proizvoljne
permutacije P dobija pomocu izraza: a’(n) = a(Pg(n)) gde je Py permutacija bita. Py je
permutacija brojeva [0, 1, ..., 2" — 1] koja se dobija iz permutacije P na sledeci nacin:
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N-1
PB(n) = Z bP(k)(n) - 2k
k=0

(85)

gde by (n) oznacava k-ti bit broja n. Primer permutacija Pg(n) naveden je u Tab. 7.

Tab. 7. Svih Sest moguc¢ih permutacija Pg(n) za N=3

Permutacija brojeva (0,1,2) P(k)

Bitovi broja n 0,1,2) | (0,2,1) | (1,0,2) | (1,2,0) | (2,01) |  (2,1,0)
n bo(n) | bi(n) | be(n) Permutacija bitova brojeva (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) Pg(n)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 2 4 2 4
2 0 1 0 2 4 1 1 4 2
3 0 1 1 3 5 3 5 6 6
4 1 0 0 4 2 4 2 1 1
5 1 0 1 5 3 6 6 3 5
6 1 1 0 6 6 5 3 5 3
7 1 1 1 7 7 7 7 7 7

U slucaju binarnih sekvenci, ako je komplementarna sekvenca a(k) dobijena
pomoc¢u parametara W, = 1, onda se sekvenca a’(k) dobija uz koriséenje proizvoljnih
parametara W, tako $to se a(k) sekvenca pomnozi odgovarajucom Volsovom funkcijom.

Naime:

gde je wy(n) Volsova funkcija a
N DN
k= ==
2
=0

pri cemu (W, + 1)/2 predstavlja unipolarnu verziju koeficijenata W;.

a'(n) = a(n) - we(n)

(86)

(87)

Pomocu ove dve formule (86) i (87) mogu se sve binarne komplementarne sekvence
odredene duzine generisati iz Samo jedne osnovne sekvence. Ta osnovna sekvenca moze
biti generisana sa osnovnom permutacijom i s W; koeficijentima jednakim jedan, ali i ne
mora. Cak se moZe poéi od bilo koje Golejeve sekvence i mnoZenjem sa svim Vol3ovim
funkcijama i permutovanjem sa svim Pg(n) permutacijama dobi¢e se Sve moguce
Golejeve sekvence. Jedino $to u tom slucaju treba posebno voditi ra¢una o numeraciji
sekvenci posto je ona sasvim drugcija nego u slucaju kada se koristi osnovna sekvenca.

67



Paraunitarna dekompozicija i reprezentacija

5. Paraunitarna dekompozicija i

reprezentacija

U ovoj glavi nalazi se osnovni doprinos disertacije. Ranije smo videli da se
komplementarni par (skup) sekvenci moze predstaviti kao paraunitarna matrica-kolona
(vektor) odnosno kao proizvod kvadratne paraunitarne matrice i unitarne matrice kolone.
Ovde ¢emo izvesti jednacine za faktorisanje paraunitarnih matrica u opStem obliku, ¢ime
se pokazuje kako se proizvoljan komplementarni par moze generisati rekurzivnim
algoritmom.

Prvo je prikazano kako izgleda faktorizacija paraunitarne matrice veli¢ine 2 X 2 u
opStem obliku. Zatim sledi objasnjenje kako se proizvoljni komplementarni par moze
predstaviti pomocu paraunitarnih matrica i pokazano je da je to ekvivalentno
rekurzivnom algoritmu za generisanje komplementarnih sekvenci. Najzad navodimo
algoritam za odredivanje parametara paraunitarne matrice ako je dat bilo koji
komplementarni par, ¢ime je definisan rekurzivni algoritam za generisanje proizvoljnog
komplementarnog para sekvenci. Time je dokazano da se sve sekvence generisane
direktnom metodom mogu generisati i rekurzivnom metodom. Obrnuto ne vazi, §t0 znaci
da je rekurzivna metoda opstija od direktne (nerekurzivne) metode.

Na osnovu faktorizacije paraunitarnih matrica izvedena je kanoni¢na forma u kojoj
se moze predstaviti bilo koji komplementarni par. Definisan je omega vektor koji
potpuno odreduje komplementarni par. Neke komplementarne sekvence imaju mnogo
nula u omega vektoru. U tom slucaju kanoni¢na forma se moze modifikovati tako da
proizvod matrica koji je definiSe ima manje ¢lanova i takvu formu zovemo kompaktna
kanoni¢na forma. Zanimljivo je zapazanje da se svaki komplementarni par moze
predstaviti u obliku kompaktne kanoni¢ne forme, §to znaci da je ona isto toliko opsta kao
standardna kanoni¢na forma.

Najzad, za sekvence za koje je kompaktna kanoni¢na forma stvarno kompaktna
(omega vektor sadrzi dosta nula) definiSe se stepen efikasnosti generatora/korelatora
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posto se on tada mozZe realizovati S manje operacija nego kada se koristi standardna
kanoni¢na forma. Takva implementacija korelatora je poznata kao efikasni korelator.

5.1. Faktorizacija paraunitarnih matrica

Ovde ¢emo primeniti opsti rezultat iz teorije filterskih banaka i paraunitarnih matrica
proizvoljne veli¢ine [Vaidyanathan 93] na paraunitarne matrice veli¢ine 2 X 2 koje su
korisne za predstavljanje komplementarnih parova sekvenci. Napominjemo da ovo
izvodenje moze biti putokaz za proSirivanje nase teorije na skupove komplementarnih
sekvenci.

Polaze¢i od glave 14 iz knjige dr Vajdjanatana [Vaidyanathan 93] prvo ¢emo izloziti
algoritam dekompozicije paraunitarnih matrica veli¢ine M X M. Najpre se definiSu osnovni
blokovi V(Z71):

VZ YH=1-v-vi+v-v8-Z71 (88)
gde je v matrica-kolona (vector-kolona) velicine M X 1 s jediniénom normom:
vi-v=1 (89)

Bilo koja paraunitarna matrica P(Z~1) veli¢ine M X M stepena N — 1 po Z~! moze
se faktorisati na slede¢i nacin kao $to je dokazano u [Vaidyanathan 93]:

P(Z_l) = VN—1(Z_1) ) VN—Z(Z_l) Tt V1(Z_1) Py (90)

gde je P, unitarna matrica veli¢ine M X M.

Ista faktorizacija je moguéa ako je p(Z~1) paraunitarna matrica veli¢ine M X 1 ali
se u tom slucaju P, zamenjuje matrica-kolonom veli¢ine M X 1. Tada mozemo da
piSemo:

pPZ™ D) =V 1(ZTD) Vy,(Z7N) Vi (Z7) "Dy (91)
gde p(Z™1) i p, oznacavaju matricu-kolonu (vector-kolonu).

Kako je par komplementarnih sekvenci prikazan paraunitarnom matricom oblika
2 X 1 mi ¢emo gornji opsti rezultat primeniti na taj specijalan slucaj. Tako za M = 2
mozemo predstaviti xy (Z~1) kao:

xyZ ) =V (ZD V@DV (Z7Y) - po (92)

gde je V,,(Z~1) paraunitarna matrica oblika 2 x 2 stepena 1 po Z~! data sa (89).
Koriste¢i jedna¢inu (14.1.5) iz knjige [Vaidyanathan 93] dobijamo:
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_ 1 0
VaZ™) Uy =Un- [ ] (93)
gde je U,, unitarna matrica i tako mozemo pisati:
_ 1 0
VaZ ) =Un |y | Ui =U, D UE (94)

Ubacujuéi ovaj izraz u (92) dobijamo:

xy(Z) =Uy_yD(Z™Y) Uj_y Uy, D(Z)-Uf_p- .- Uy -D(Z71)-UY
- hy

xN(Z D) =Wy_1-DZ ) Wy DZ™) e Wy, - D(Z7) - Wy -
- D(Z_l) - Wl - D(Z_l) " WO - ho

gde je D(Z~1) = [(1) qu], Wy_,=Uy_,, W, =U" U, W=U". Poito su

U,, unitarne matrice, napominjemo da su i U unitarne matrice, pa je i proizvod dve
unitane matrice takode unitarna matrica: W,, = U, - U,,.

w, - D(Z‘l)l W, - hy
(95)

1

Za sada ne¢emo odredivati vrednosti matrica W,,. Umesto toga navodimo opsti oblik
tih unitarnih matrica [Murnaghan 62]:

Ch  Sn
W, = . Cn*] (96)
Da bi matrica bila striktno unitarna kompleksni brojevi C,, i S,, treba da ispunjavaju
uslov da je |C,l? + 1S,]2 = 1 odnosno |W,,| = 1. Medutim, mi neéemo insistirati na

striktnoj unitarnosti tako da u tom sluc¢aju ova dva parametra mogu da imaju proizvoljne
vrednosti.

Vidimo da W, matrica zavisi od 2 kompleksna parametra. Cak i kada bi oveli
normalizaciju tako da matrica postane striktno unitarna, samo bi ukinuli jedan realni
stepen slobode tako da bi jo§ uvek ostala tri slobodna realna parametra. Meditim, u
daljem izvodenju mi ¢emo pokazati da se broj slobodnih parametara moze svesti na jedan
kompleksni broj. Matricu W,, mozemo prikazati kao:

- :[Cn Sn]:[cn 0” 1 Sn/Cn]:[Cn 0” 1 cbn]
=S ¢ 0 C.ll-5,"/¢C," 1 0 ¢, ll-o," 1
=Cp P, (97)

) C, O 1 D, i L.
gde je: @, = S,,/C,,, C,, = [0 c.x| D, = [—CD < ] Obratimo paznju na to da
n n

je C,, dijagonalna matrica. U slu¢aju da su C,, realne vrednosti, C,, bi se mogla prikazati
kao C,, = C, - I i onda bi se sve te matrice mogle izvu¢i ispred proizvoda koji predstavlja

70



Paraunitarna dekompozicija i reprezentacija

paraunitarnu matricu. Nazalost, u kompleksnom slucaju to nije moguce izvesti direktno.
Ipak, zahvaljujuci nekim osobinama matrica mi ¢emo uspeti da postignemo sli¢an efekat.

Sada se vracamo na opsti oblik paraunitarne matrice-kolone:
xN(Z_l) == CN—l " ¢N—1 - D(Z_l) T CTL " ¢TL - D(Z_l) " Cn—l " ¢TL—1 "

.D(Z™Y)-Cy- P, (98)

Prvo uoc¢avamo da su D(Z~1) i C,, dijagonalne matrice pa da zato komutiraju. Zatim
¢emo iskoristiti slede¢u osobinu @ i C,, matrica:

. [ 1 o@1[Cn 0]_[ Cn Cr’id’]_
®-Cy _[_q)* 1”0 ;| = l-c,or c:|™
1 (o]
| Gl AL ¥ =co
0 c;;l ol J 0 Cill-o™ 1 "
Cy; (99)
gdeje®d' =d-C;/C,and @' = [_;,* di :

Osobinu @ - C,, = C,, - @' zvacemo kvazikomutativnost. Kvazikomutativnost se
razlikuje od prave komutativnosti po tome $to kvazikomutativnost modifikuje @ matricu
kada matrice zamene svoja mesta. Pri tome nova @' matrica ima isti oblik kao prvobitna
@ matrica ali one nisu identi¢ne kao S$to bi bilo u slu¢aju komutativnosti. Moglo bi se to
kazati 1 ovako: € matrica “pri prolasku kroz @ matricu” modifikuje @ matricu. Ali kada
C,, matrica “prolazi kroz D matricu” nju ne modifikuje posto su one strogo komutativne.
Dakle, svaka C,, matrica moze da prode kroz sve matrice u proizvodu i da se pojavi na
krajnje levoj strani proizvoda. Sto je jos vaznije, sve C,, matrice ée se naci na levoj strani
proizvoda jedna pored druge i posto su sve dijagonalne, njihov proizvod ¢e takode biti
dijagonalna matrica istog oblika i nju ¢emo oznaditi sa C. Matrice @' ¢e biti rezultat
prolaska veceg broj C,, matrica kroz njih, tako da je komplikovano naci eksplicitni izraz
za njih (u opstem obliku). Ali nama to nije ni potrebno posto znamo da sve te matrice
imaju isti opSti oblik. Zato ne¢emo ni pokuSavati da nademo opsti izraz nego ¢emo
rezultujuée @, matrice oznaciti sa: 2,,. Tako mozemo pisati:

xyZDN=C-Qy_ 1 DEZ Vo, -DZ V) 2y 1 - DZ V) 02y-hy (100)

gde je: 2, = [_!12; !21"]; C=Cpy_y Cy_y ..  Cypadobijamo:
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xN(Zl)‘o C* [an QNl] [0 ZO] [!2* ] 0 ZO]

_ 1
'[—n;;_l T [o 71 [no 1]"’0

1
=c-{l_[ .Qn-D(Z‘l)}-.QO-hO (

n=N-1 101)

Na prvi pogled dobili smo izraz koji je prakticno identi¢nog oblika kao (95). No
sustinska razlika je to Sto u izrazu (95) W, matrice zavise od 2 kompleksna broja,
odnosno od 4 realna broja. Cak i posle normalizacije ostaju 3 kompleksna broja koji
definiSu matricu W,,. Medutim, £2,, matrice zavise samo od jednog kompleksnog broja,
odnosno od dva realna broja. To zna¢i da u izrazu (95) postoje redundantni podaci koji su
ovde otklonjeni. U slede¢im odeljcima vide¢emo da u ovom kona¢nom izrazu nikakva
redundansa vi$e ne postoji.

Iako je iz dosadasnjeg razmatranja verovatno jasno da je faktorizovana paraunitarna
matrica ekvivalentna rekurzivnom algoritmu, pokaza¢emo to i formalno. Polaze¢i od
izraza (101) mozemo pisati:

1
xN(Z_l):C'{ ﬂn'D(Z_l) '.Qo'ho
nl;ll
1
= ‘QN—I - D(Z_l) " C " { n .Qn - D(Z_l)} * 'QO * hol
n=N-1
={Qy_1-DZ )} xy_1,CZ7YH (102)
Ili u razvijenom obliku:
An(Z‘l)] _ [ 1 ﬂn_l] 1 07 [An_l(Z‘l)
B,(Z™1) R R 1 [0 Z‘l] B,_1(Z71) (103)
odnosno:
A Z N =4,,C+Q - Z71 B (Z7Y) (104)
Bn(Z_l) = _Q:l—l ' An—l(Z_l) +Z7t- Bn—l(Z_l)
ili u vremenskom domenu:
an(k) = an—l(k) + Qn—l ' bn—l(k - 1) (105)

by(k) = =0y - an_1(k) + by, (k — 1)
Takode treba uociti da se ovaj rekurzivni algoritam moze dobiti pomocu ranije
poznatih rekurzivnih algoritama. 1z rada [Budisin 90A] poznato nam je kori$éenje
unitarne matrice:
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[1 0
0o w
unitarna matrica [—1Q ?] (Q — realan broj) pomocéu koje se vrsi rekurzija. Sada

] (JlW] = 1) u rekurzivnom algoritmu. U radu [Budi$in 90B] koris¢ena je

. .1 011 Q.1 0 . . : y
formirajmo matricu [0 W*] [—Q 1] [0 W] koja je takode unitarna matrica posto

je proizvod 3 unitarne matrice i dobijamo matricu:

F m?*]'[—lo ?][3 wl=o vg*]'[—lo QI;VW]:[—Q%W* V] e

koja taéno odgovara omega matrici za2 = Q - W odnosno Q = || i W = Q/|0|.

5.2. Algoritam dekompozicije

Algoritam dekompozicije komplementarnog para omogucava da na jedinstven nacin
izvrsimo dekompoziciju i da pomocu parametara dekompozicije na jedinstven nacin
definisemo algoritam za generisanje komplementarnih sekvenci. Ovaj algoritam nije
ogranic¢en na binarne i polifazne sekvence ali je primenjiv na njih, i one predstavljaju
najvazniji primer primene algoritma dekompozicije.

U prethodnom poglavlju videli smo kako se proizvoljne sekvence mogu generisati
primenjivanjem rekurzivnog algoritma da bi od kra¢ih sekvenci konstruisali duze. Sada
¢emo taj isti rekurzivni algoritam koristiti unazad da bismo izvrsili dekompoziciju
proizvoljnog para. Podimo od proizvoljnog komplementarnog para: xy(Z71) =
[AN(Z‘l)

BN(Z‘l)] duzine N i primenimo rekurziju:

1 On-1 . AN(Z_l) _ AN(Z_l) +'QN—1'BN(Z_1)
[—Q}‘v_l 1 ] [BN(Z—l)] Bl [—Q}‘V_l “ANZ YD+ By(Z7Y)

Cilj nam je da skratimo ove dve sekvence bar za 1. To postizemo ako polinom
Ay(Z™Y) + qy_, - By(Z71) sadrzi samo stepene po Z~1 do (N — 2)-o0g stepena, odnosno
kada u¢inimo da koeficijent uz Z¥~1 bude nula. Kako obe sekvence moraju biti iste
duzine, logi¢no je pretpostaviti da to isto treba uraditi s drugim polinomom —Qy_; -
Ay (Z‘l) +BN(Z_1). Nazalost, to nije moguce istovremeno uraditi ali se taj polinom
moze skratiti s leve strane, odnosno moze se postaviti uslov da slobodni clan polinoma
bude 0. Te uslove u vremenskom domenu mozemo pisati:

(107)
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alN—1)+Qy_1-b(N=1)=0
—Q_,-a(0)+b(0)=0 (108)
ili:
Qy_y=—a(N-1)/b(N-1)
Q-1 = b(0)/a(0) (109)
Na prvi pogleda izgleda da smo dobili dva razlicita izraza za Q,_, i da oba uslova ne

mogu biti istovremeno ispunjena. Medutim kada postavimo uslov da ova izraza budu
medusobno jednaka dobijamo:

a(N—-1)/b(N —1) =—-b"(0)/a*(0)
a(N —1a*(0) + b(N —1)b*(0) =0 (110)
a to je ta¢no uslov komplementarnosti za a i b sekvence.

Sada kada se sekvenca a nalazi na polozaju od 0 do N — 2 a sekvencu b na polozaju
od 1 do N —1 samo jos treba da pomerimo sekvencu b za jedno mesto ulevo sto
odgovara mnozenju sa Z u domenu Z transformacije. Tako se novi par sekvenci skracenih

za jedan simbol dobija mnozenjem s matricom: [é 2] Kompletan algoritam sada

izgleda ovako:

-1 -1
ol =l ey, "VIE G- (111)
Iterativnom primenom ovog algoritma dolazimo do:
[f;g]=[(1) ] [ o 1 [(1) g]'[_gl;;,_l Q’}‘l ~xy(Z7H) (112)
Ako uradimo jos jednu iteraciju dobijamo:
c[g,]=[_;3 ““]-[1 R B R P

R QNl "N(Z_l) (113)

Ovaj algoritam pokazuje da za svaki zadati par komplementarnih sekvenci, mozemo
na jedinstven nacin izraCunati parametre dekompozicije [Qg, Q4, ..., Qy_,]. Ovaj niz
kompleksnih brojeva zvacemo omega vektor komplementarnog para. Zapazamo da
postoji  jednozna¢no preslikavanje koje svakom kompleksnom paru (pogodno
normalizovanom) dodeljuje jedan omega vektor, ali i svakom omega vektoru dodeljuje
jedan jedinstven komplementarni par sekvenci (defnisan do tacnosti na normalizacionu
konstantu C). Vazna je Cinjenica da se kao omega vektor moze koristiti bilo koji niz
kompleksnih brojeva.
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5.3. Kanonic¢na forma

Ako resimo jednacinu (113) po xy (Z~1) i koristimo osobine matrica:

B =0 A =l Pa+ian- (114)
dobijamo:
_ 1 —Qy —Qy_ -Q
xy(Z 1)=1<[%1 11“] - [ﬂm -2l [91 1
-Q
[o ZO] [n* ’ [(1)] (115)

gde je K kompleksna multiplikativna konstanta jednaka proizvodu C i svih ¢lanova
oblika: (1 + ]©Q]?)~* odnosno:

K=c-| |1+ (116)
l_[ ’

Bez umanjenja opS$tosti mozemo pretpostaviti da je K = 1 posto K samo odreduje
fazu i amplitudu sekvenci a to nije klju¢na osobina komplementarnog para.

Koristec¢i notaciju:

_1Q]'D:[é qu]iVn(Z‘1)=UQ-D(z—1): 1 -q-z7t

Q= [é* O* 7-1

mozemo da piSemo:

xN(Z—l) — UQN—1 . D(Z‘l) . UQN—Z 'D(Z_l) et UQ1 ' D(Z_l) ' UQO ) [(1)]

(T v oo [i]= [T a0y v, [}

k=N-1 (117)
1
(@) = 1_[ {[ﬂk _Qk] o 7 ]} [QO _QO] o] (118)
ili
X (27 = My (27 [ (119)

gde je:
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1

My(Z 1)—{]_[ Vo, (Z° )} Ug, = ﬂ{ugk-D(z-l)}-Ugo

k_

I T S

k=N-1 (120)
generiSuca matrica komplementarnog para.
Jasno je da generiSuca matrica zadovoljava rekurzivnu jednacinu:
Q* 1 0 -
Mua@ =g TS ] M (121)

Kanoni¢na forma se moze predstaviti blok Sematski kao na Sl. 16.

5(n) (+) %

3>
A

SI. 16. Kanoni¢na forma

5.4. Kompaktna kanoni¢na forma

U mnogim slucajevima koji su zanimljivi u praksi, na primer kod Golejevih binarnih
sekvenci, standardnih polifaznih sekvenci, standardnih 16-QAM sekvenci itd., veliki broj
omega koeficijenata je nula. Matematicki reCeno, omega vektor je redak. Tada se moze
napisati gornji proizvod s mnogo manje faktora i tako se dobija mnogo kompakitnija
forma. Recimo, kod Golejevih binarnih sekvenci i kod standardnih polifaznih sekvenci
duzine 2V taj proizvod ima samo N ¢lanova umesto 2V.

-
U stvari, ako je neki od €, jednak nuli, onda je Ug, = [ . k] [(1) =
k

Tada je D*Uqg, "D=D-1-D = D? . Isto tako ako je niz uzastopnih omega
vrednosti nula:

Qi Qev1y oo Qien—1 = 0 dobijamo:
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D-Uy, -D-Ugy, D-...D-Ugy,, D=D-1-D-I-..-D-1-1-D
:DN+1

(122)

Na osnovu toga mozemo napisati:

- 1
xy(Z7H) = UQS(m) .pPm) . . UQS(1) . pP@ . Ug, - [O]

e} - loe o]

_ {1—[ l 1 _%l oo ]], l 1 —n;@l 1
1 l{0s 1 0 zPWI |05 1 | l0 (123)

gde S(k) oznacava polozaj k-tog nenultog elementa u Q spektru a P(m) je broj
nultih omega vrednosti izmedu dva nenulta elementa: P(m) = S(m) — S(m — 1). Prvi i
poslednji element u omega spektru moraju biti nenulte vrednosti inace duzina sekvence
ne bi bila jednaka N nego manja, tako da mora biti S(0) =1 i S(m) = N. Takode
uocavamo i 0vo: ako je za svako “K” P(k) = 1 izraz (123) se svodi na (117) i ta dva
izraza su potpuno ekvivalentna. Drugim rec¢ima, izraz (123) je isto toliko opsti kao izraz
(117). Jedino se razlikuju po tome Sto izraz (123) ima manje faktora nego izraz (117) ako
je omega vektor redak. Medutim ako omega vector nije redak oba izraza imaju identi¢an
broj factor I izgledaju identi¢no. Kompaktna kanoni¢na forma se moze prikazati blok
Sematski kao na Sl. 17.

B>

Sl. 17. Kompaktna kanoni¢na forma

Tipic¢an primer algoritma u kompaktnoj kanoni¢noj formi jeste rekurzivni algoritam
za generisanje binarnih i polifaznih komplementarnih sekvenci iz [Budisin 90A] dat
jednacinom (70).
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5.5. Dvokanalni paraunitarni filtri

Generisuéa matrica M'(Z~1) iz (120) opisuje dvoulazno-dvoizlazni FIR filter. lako
je do sada jasno da je M(Z~1) paraunitarna matrica, mi éemo prvo izvesti njene. Prvo
¢emo dokazati slede¢u teoremu:

TEOREMA: Ako je:

L _[A@™
"Bz
pri ¢emu je x,, komplementarni par a M, (Z~1) paraunitarna matrica onda je:
My, (Z71) Mlz(Z‘l)] [ n(Z71) —BiR(Z” 1)]
Mn(Z7Y) My (Z7Hl 1B (Z7H  AFRE
_[An(Z7Y) —=Z7VBi(2)
Bz 27V (125)

| =225 [] (124)

M, =

Za dokaz ¢emo Koristiti matematicku indukciju. Prvo ¢emo dokazati teoremu za
N = 1 a zatim i to da iz pretpostavke da vazi za n sledi da vazi za n+1. Ocigledno je da
na osnovu (120) vazi:

Qo

Mz =g (126)

Sto je oblika

Ay —BIR]

= |
bl A

(127)

ZaA1=1|Bl=QO
Sada dokazimo da M, ; ima oblik (115) ako M ,, ima taj oblik:
Q* 0 -
n+1(Z 1) = [,Q [ Z_1] 'Mn(Z 1)

[ —Q*] [ _An(z-l) —BR(Z- 1)]
Qn 0 Z B,(Zz7Y) ARzt
=[ —Q* ] [n(Z Y =Z7N*1Bi(2)
Qn B (Z7Y)  Z7N*145(2)
_[a@EH -9, 1Bn<Z D =@ VB(2) + Q- Z27VAL(D))
- [ QuAn(Z ) +Z7'By(Z7Y)  Z7VANZ) - 0 ZTNB(2)
_ [An(Z'1> —Qn Z7'By(Z7Y) —{Q,4,(Z7Y) + Z71B, (27 H1R
1 0,4,Z)+Z27B(Z7Y) {(A(Z7YH - Q- Z7B,(Z7H)R (128)
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Time je dokazivanje zavrseno. Blok Sematski prikaz generiSuce matrice nalazi se na
Sl. 18.

- > Az

» Bz

Bz

Y

Y

ARz

Sl. 18. Opsti oblik dvokanalnog generisuceg filtera

Zatim ¢éemo pokazati slede¢u osobinu. Ako je M ;(Z~1) matri¢ni polinom stepena
N —1:

iy [AZ™Y -B®R@EZ™YH] _ 14z -zZ7V*1B*(Z)
Ma(Z )_[B(Z‘l) ARz ]_[B(Z—l) Z7N*14%(2) (129)
a definiSemo matricu M'-(Z~1) kao:
- I A '
Moz = 2 =9e @ = | i )
_[ 4@ B*(Z) ]
—ZVNB(Zz™Y) ZNA(Z™Y (130)
onda je
1y, o _[A@TY =Z7VBT@D) ] 4D B*(Z)
Mq(Z7) Mc(27) = B(Z™) Z‘NA*(Z)] [—ZNB(Z-l) ZNA(z-l)]

_[AZHA (D) + Bz HB*(2) A(Z‘l)B*(Z)—B*(Z)A(Z‘l)]_C2 1 o]
IBZYWA*(2) - A*(ZD)B(Z™Y ACZMHA* () +BZHB*(2)] T o 1

= C?I (131)

Matricu M;(Z~1) zovemo generisuéa matrica a M (Z~1) komprimujuéa ili

korelisu¢a matrica. Ukoliko se obe matrice normalizuju na C, onda su striktno inverzne.

Medutim, matrica M'-(Z~1) ne odgovara kauzalnom FIR filteru, pa da bismo dobili
kauzalni filter formiramo matricu:

Z—N+1 . A*(Z) Z—N+1 . B*(Z)
—B(Z™Y) A(Z7D

_ A*R(Z—l) B*R(Z—l)]
—B(Z™Y) A@Z!

Mo = M@ 27 = |

(132)
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Ova osobina generisuceg i komprimujuceg FIR filtera protivreci inzenjerskoj logici.
Mi smo navikli da inverzni filter FIR filtera moze biti samo IIR filter — naime u teoriji
jednoulazno- jednoizlaznih filtera, FIR filteri imaju samo nule u prenosnoj funkciji i da bi
se te nule ponistile potrebni su nam polovi koji postoje samo u IIR filterima. O¢igledno, u
teoriji dvoulazno-dvoizlaznih (2U2I) filtera ta osobina ne vazi posto koeficijenti filtera
nisu kompleksni brojevi nego matrice. Glavna razlika izmedu matricnih 1 realnih
koeficijenata jeste to sto za prve ne vazi zakon komutativnosti. Upravo zbog toga Sto u
teoriji 2U2I filtera ne vazi komutativnost, ona je mnogo bogatija od teorije standardnih
filtera.

Pogledajmo sada kako izgleda koreliSu¢a matrica kada je generiSu¢a matrica data u
kanoni¢noj formi:

Mz =kﬂ {[Qk ] [o ZO ]} [QO (133)

=N-1

Mc(z-1)=MGT*(Z)=[_;O %O]ﬁ{[é 2]'[_3,( Qlk}
[T, 58 oL,

(134)
Mec(Z™) =M (Z7Y) 27N
N-2
_ 1—[ {[ 10 [2—1 o]}_ [ 1 0y, (135)
-Q, 1 0 1 —Qpn_1 1
GeneriSuca i korelisu¢a matrica prikazane su na slikama SI. 19 i Sl. 20.
V-

> + Z-

Sl. 19. Kanoni¢na forma generiSuce matrice
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SI. 20. KoreliSu¢a matrica

U svetlu teorije paraunitarnih matrica mozemo uo¢iti da su Mg(Z™1) i M(Z™1)
inverzne paraunitarne matrice i da se mogu dobiti jedna iz druge primenom tilda
operatora. Ovo pokazuje koliko se izvodenje pojednostavljuje kada se koristi teorija
paraunitarnih matrica.

Najzad treba napomenuti da se u generiSuc¢oj matrici pojavljuju sva 4 moguca para
komplementarnih sekvenci vezanih za jednu Golejevu sekvencu — A i B, A revertovano i
B revertovano, A i B revertovano, A revertovano i B. Tako mozemo dobiti sledece
parove:

e [i] =[5
w1 = [ )]
w7 [)] =[_p% )
ey = [5G0

5.6. Dvokanalni komunikacioni sistem

U prethodnom odeljku videli smo da generiSu¢a matrica i kauzalna korelisuca
matrica ponistavaju jedna drugu. Odnosno, ako kaskadiramo dva takva bloka rezultat su
isti signali koje imamo na ulazu u prvi blok samo pomereni u vremenu (zaka$njeni). To
nam daje mogucnost da prvi blok stavimo na predajnu stranu a drugi blok na prijemnu.
Rezultat bi bio idealan prenos u proSirenom spektru bez ikakvih korelacionih bocnih
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lobova koji se inace uvek javljaju u jednokanalnim sistemima za prenos u proSirenom
spektru. Ili u sluc¢aju primene u radarima to bi bila idealna kompresija impulse bez
ikakvih bo¢nih lobova. Takav sistem je prikazan na Sl. 21.

Generisuci filter KANAL KoreliSuci filter

Sl. 21. Dvokanalni primopredajni system

Nazalost, u realnim sistemima tesko se primenjuje ovakav prenos jer ne postoje dva
identi¢na kanala. To je prakticno nemoguée u radarskim primenama gde je priroda
problema takva da se ne moze izvrsiti sinhronizacija kao u komunikacionim kanalima.
Potencijalno, ovakav prenos moze se primeniti kada se koriste dve polarizacioni ravni
antene ali i tu postoji problem zbog nejednakih refleksionih osobina ciljeva u dve
razli¢ite polarizacione ravni i zbog medupolarizacije.

Nesto je bolja situacija u komunikacionim sistemima posto kod njih moze da se
izvrSi sinhronizacija (vremenska, frekvencijska, polarizaciona). NaroCito je zanimljiva
primena u MIMO sistemima, naroCito u sistemima s dve antene (2120). Tu se veé
standardno primenjuje Alamutijev algoritam koji koristi matrice istog oblika kao nase
omega matrice. U svakom slucaju, pod uslovom da je ostvarena sinhronizacija izmedu
prijemnika i predajnika, dva kanala prenosa mogu da se obezbede na jedan od sledecih
nacina:

e Kkoriste se dve polarizacione ravni
e Kkoriste se dve antene na prijemu i na predaji: MIMO
e Kkoristi se frekvencijski multipleks

e Kkoristi se vremenski multipleks.

82



Paraunitarna dekompozicija i reprezentacija

5.7. Ostali rekurzivni algoritmi

Golej pored direktnog algoritma (nerekurzivnog) daje i nekoliko rekurzivnih
algoritama koji se mogu primeniti i na sekvence cije duzine nisu stepeni dvojke.
Navodimo te algoritme formulisane u matri¢noj notaciji. Za svaki dajemo generiSucu
matricu i odredujemo omega vektor. Medutim pre navodenja samih algoritama dajemo
neke osobine specijalnih generiSu¢ih matrica i njihovih omega vektora koje ¢e biti
korisne za formulisanje tih algoritama u matrénom obliku.

5.7.1. Osobine generiSu¢ih matrica i omega vektora

Pre nego Sto damo ove konkretne algoritme dajemo nekoliko vaznih osobina
generiSuce matrice odnosno omega vektora.

1 —-Q] . . .
e ZaM(Z™H= [Q 1 1] omega vektor je o¢igledno @ = [Q,] (vektor duZine
1
1),
1 1 0 .
o ZaM(Z7H) = [0 1] = I omega vektor je @ = [0]

. Za M(Z‘1)=[g _C*]=[S/C _S*/C*] X

mozemo pisati kao:

e =[ge YOl elll=clse Tl -
Odakle dobijamo da je: @ = [S/C]

CO] Pa komplementarni par

e ZaM(Z Y= [(1) _01] na osnovu predhodne tatke @ = [S/C] = [1/0] = [oo]

1 =Qi[1 - 1-01Q, —-Qi—Q;
-1y _ 1 2
e Za M(Z )= [91 1 Hﬂz ] O, + 0, 919*] koristeéi
rezultat iz predhodne tacke dobijamo:
QO+ Q,
[5/C] 1- QIQZ]

e Ako se nova matrica dobija decimacijom matrice:
Mz =My (Z75)
Pri ¢emu je stepen matrice M, jednak N. onda je omega vektor dat sa:
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Q= lggl), .,0,090,..,0,..,0,..,0,07_,0, ...,ol

0,.
~———
K-1 K-1 K-1

K-1
ZamM(Zz™hH) = [é qu] = [é 2 [(1) qu][(l) (1)] omega vektor je

Q =1[0,0]

ZamM(ZH=m,(Z71)- [é qu] omega vektor je:

o =100,0",a . o o]

N-2’
ZamM(Z ) = é qu_ - M, (Z~1) omega vektor je:
=" o, ..o ol o]
Zam(z™ Y = é Z(lz' omega vektor je Q = [0, 0, 0]
v 107 :
ZaM(Z7) = 0 7K omega vektor je Q@ = (0,0, ...,0,0
) ’ K+1

Problem odredivanja omega vekotra kada je generiSuée matrice je u opStem
sluc¢aju slozen:

M(Z™H) =M (Z7) - M, (Z7)

Razlog tome lezi u Cinjenici da kanonicna forma generiSu¢e matrice pocinje i

zavr$ava sa omega matricom pa mnozenjem dve generiSuce matrice u sredini proizvoda
dobijamo proizvod dve omega matrice koji, kao $to smo videli u predhodnoj tacki, nije
omega matrica. Zbog toga ¢emo se zadovoljiti odredivanjem jednog specijalnog slucaja
proizvoda:

MZYHY=m,2Z™D- [(1) Zq’(] - M,(Z™1). U ovom slucaju matrica [(1) ZQK]

razdvaja poslednju omega matricu matrice M;(Z~1) od prve omega matrice
matrice M ,(Z~1) pa se ne pojavljuje njihov proizvod. Omega vektor ima oblik:

Q= [Qgﬂ,gg@, - 00,,08,,00,...,0,0,08, ...,Qg;zz,ng;zl,]

K
—1 _
Zam((Z™YH) = [2 % ] = [(1) 01] . [(1) qu] . [(1) (1)] pa je omega vektor
Q = [0, oo]. Ovde treba imati u vidu da je ova beskona¢nost posledica usvojene
normalizacije unitarnih matrica. Naime za omega matrice usvojena normalizacija
je C =1 sto je bilo pogodno za jednostavnije predstavljanje binarnih i polifaznih
sekvenci. OpStija normalizacija, koju smo ve¢ spominjali ranije, se bazira na
|C]? + |S|? = 1, u kom slucaju bi se izbegle beskonacnosti.

ZaM(Z™Y) = [Z; (1)] = [(1) _01] : [(1) qu] : [(1) _01] pa je omega vektor

Q = [0, 0]
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5.7.2. Algoritam nadovezivanja (concatenation)

Ovaj algoritam se svodi na dodavanje elemenata druge sekvence iza elemenata prve
sekvence. Za par sekvenci x(Z~1) duzine N, novi par y(Z~1) dobija se pomoéu:

yz =t ] xE (136)

Ako x(Z~1) prikazemo u kanoni¢noj formi:

x(Z‘1)={ 1_[ [-Qlk _Qk] [0 } Us, [o) = M@ [)] @3

k=N-1
tada je:

myz =t A @

myzn=(F L 2L AT

{TTle T 2o -

k=N-1

Znaci, ako je omega vektor x(Z~1) komplementarnog para: [Qg, Q4, ..., Qy] onda je
omega vektor y(Z~1) komplementarnog para jednak:

lﬂo, Qll ""QN—II O, ,0 ) _1l
N-1

5.7.3. Algoritam ucesljavanja (interleaving)

Po ovom algoritmu, nove sekvence se formiraju naizmeni¢nim ucesljavanjem
elemenata a i b sekvence. Dakle:

ye =1 L] x@® (139)
Ako x(Z~1) ima opsti oblik:
n-{[1[4 0 L } o} e [

k=N-1

s omega vektorom [Qg, Q4, ..., Qy_1] onda x(Z~2) ima opsti oblik:

85



Paraunitarna dekompozicija i reprezentacija

x(Z~ 2)_{ 1—[ [Qk _Qk] [o ZO ”0 Z0 ]} Ug, - [0]

k=N-1

=ML (Z7%)- [o] (141)

a s omega vektorom: [Qo,0,94,0, ..., Qy_5,0,Qy_;]. Komplementarni par y(Z~1)
ima oblik

e A I e LA N A

pa je njegov omega vektor: [Q,,0,£4,0, ...,0, Qy_4, —1].
5.7.4. Nadovezivanje blokova (block concatenation)

Golej takode daje 2 algoritma koji od dva komplementarna para duzine M i N
generisu par duzine 2MN. Polazimo od dva para komplementarnih sekvenci:

B [ 1 =01 o). un 1 N
x45(Z77) = 1_[ Q4B 1 [0 Z‘l]‘Uﬂo '[O]ZMAB(Z )[0]

k=M L™ "k |
LT (CD)+]

o ={[ e % |3 Mo ] =20 ]
k=N L""k J

(143)

A(Z™YH —-B*R@zZ™H

B(Z™YH ARZ™

C(Z7YY —-D*R(z~ 1)]

D@z CcRz?!

Iz [Parker 04] preuzimamo izraz za ovaj algoritam:

AZN-c(z™Y — BR(zZ™y-D(Zz7Y)-Zz7MN

y(z™h = [B((Z‘N))-C((Z‘l)) +AR((Z‘N))-D((Z‘1))-Z‘MN]

Pokazac¢emo da se generiSuc¢a matrica moZe napisati u obliku:

Myp(Z7h) =

MCD(Z_I) = (144)

(145)
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My(Z71) = Mp(Z7N) - [(1, ] Mep (27
_ [A(Z—N) B*R(Z N) [ ] [C(Z—l) _D*R(Z—l)]
B(Z™N) A®R@ZM) 0 7- NM D(ZY Rz
_ [A(Z—N) —B*R(ZNY- 72~ NM] . [C(Z 1y _p*R(zY
B(Z™N) A®R(ZN)-z-NM D(ZY) CREZ™Y
~ AZ™NYC(Z™Y) = BREZMD(Z"DZ VM —AZ"ND*R(Z7 - B*R(z—N)C*R(Z—l)Z—NM]

- B(z—N)c(z—l)+A*R(z—N)D(Z—1)Z—NM _B(Z—N)D*R(Z—l)+A*R(2—N)C*R(Z—1)Z—NM

(146)
“1y — -1y.[1] = A(Z‘N)C(Z‘l)—B*R(Z‘”)D(Z‘l)Z‘NM]
yZ7) = My (Z7) [O]_ B(Z™McZ Y+ ARz MD(z"1Hz~'M (147)
pa je omega vektor jednak:
[Q(AB) 0,..,0,08*%,0,..,0,..,05%,0,..,0, ", o, .,nff_‘?l
N 1 N 1 NM 1
5.7.5. Ucesljavanje blokova (block interleaving)
Ovaj algoritam je dat izrazom [Parker 04]:
—2NY . -2\ __ R —-2Ny , -2y .7-1
Yz = A(Z7NY-C(Z72) — BR(Z™2N)-D(Z72)-Z (148)

B(Z7*NY-Cc(Zz™®) +AR(Z*NY-D(Zz7%)-Zz71
Na slican nacin generiSi¢a matrica se dobija:
M@ =M@ -] ] M2
S o S R A Ry O
B(Z™*Y)y A™(Z™Y) 0 Z D(Z™% C®RZ™> 1 (149
pa je omega vektor jednak:

[Q(AB) 0,..,0,08*%,0,..,0,..,0%, 05, 0.0{,0,...,0,07")
2N 1 2N 1 .
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5.7.6. Turinov kompozitni algoritam za binarne sekvence

Turin [Turyn 63] je sacinio mnogo prakti¢niji i znacajniji algoritam koji omogucava
da se na osnovu dva komplementarna para generise par duzine NM . Nazalost, taj
algoritam se odnosi samo na binarne sekvence, ta¢nije [C D] par treba da bude binaran.
Zahvaljuju¢i Turinovom algoritmu moguce je konstruisati binarne sekvence duzine
2"10%26!. Kao ilustraciju znacaja tog algoritma navodimo da se pomoéu njega mogu
konstruisati parovi duzine 100 dok Golejev algoritam ne dopusta tu moguénost, naime,
Golejev algoritam omogucava konstruisanje samo sekvenci duzine 200.

Iz [Parker 04] Turinov algoritam moze da se napise kao:

y(Z™)
-1 -1 -1y _ -1
czZYH+ Dbzt c(zYHYy —p@z?
y(Z™)
czZYH+ bzt c(zYYy —p@z?
_H[A(Z_N)_ ED 4 DED | . gy, CED =D )1|
c(ZzY+ Dz cz) -pz?
|B@Z™) = 2 2 27 AN2) - . 2 ( )J (151)
Na slican nacin generiSi¢a matrica se dobija:
My 2 = M@ [ 7, V] M
1 _fA@™) =BR@EZ™M)] 11 11 (€@ -D*R@E™)
My @z _E[B(z-N) A*R(Z‘N)] [—1 1] [D(Z‘l) C*R(z1 ] (152)
Jednostavniji izraz se dobija kada se genriSuce matrice napiSu kao:
Myg(ZV)=M"15(Z7N)- [1 _11]
Mcp(Z7) =M'cp(Z71) H _11] (153)
Tada komplementarni par ima oblik:
- v oeny [ 1 [Y/20 /2] L iy [ 171
yZ ) =M (Z N)'[l 1 ] ) [_1/2 1/2] Mien(Z 1)'[1 1 ][0]
e e ] -
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_11]' —1{52 1;; =i H _11][(1)] = [ﬂ Ostaje jos da se

odrede matrice M’ ,5(Z™N) i M’ p(Z™N). 1z (153) dobijamo:

—1171 1
1 11] :E'MAB(Z_N).[—ll ﬂ

Zato Sto: [1

M p(Z7N) = Mup(Z7Y) - |

C 1y _ EPRO S § . [1 1
M'p(Z71) = Mp(Z71) [1 1] =5 M) [_1 1] (155)
Veoma je znacajno kako se predstavljaju pocetne sekvence:
1y _ YA b EUYARRN b B I & -ny. [1
Y@ = M@ | = M@ -] T o) = M@ (]

Yep(Z7Y) = Mcp(Z7h) [é] =M'cp(Z7Y) E _11] ' [é] =M'cp(Z7h)- [ﬂ (156)

Mozemo prepoznati da je ovo generiSuca formula iz [BudiSin 90B] data jedna¢inom
(79) pa ¢emo generiSuce matrice M’ 5 | M'-p(Z71) zvati ,,binarne generiSuc¢e matrice*
da bi ih razlikovali od standardnih generiSuc¢ih matrica.

Turinov algoritam je izuzetno znaajan zato $to se moze veoma jednostavno
primeniti na proizvoljan broj komplementarnih parova. Samo se dodaju nove matrice u
gornji proizvod. Ovo ¢emo ilustrovati primerom s 3 komplementarna para. Taj primer je
osnova za konstruisanje binarnih sekvenci duzine 2% - 10™ - 26™. Svakako treba imati u
vidu da ¢e u ovom sluc¢aju proizvod imati k + m + n ¢lanova.

YET) = M ap (27 M p(Z7) - M (27 - [ (157)

PRIMER
: _ - 1+z71 —1+2z71 -
Neka je M ,5(Z7N) = Mp(Z71) = 1771 1471 ] Tada je:
1+ 272 —1+Z‘2] [ 1 1] _ [1+Z‘1 -1+z71
1-772 142772 -1 U [1-z7* 142771
:[ 1 2-2]_[1+z-1 —1+27!
—772 1 1-77Y 1+2z771
_1+Z7 472727273 1+Z7'+Z27*+2Z73
1—-21-72_-73 1471472_773
P N.[N_+Z2t+272-773
y@ =2, o= [T 7T T
sto daje komplementarni par sekvenci [111 —1]i[1 —1 —1 —1]. Isti rezultat
mozemo dobiti koriste¢i binarne generiSuce matrice:
J1+z71 —1+Z‘1]_[ 1 1] :[ 1 Z‘l]
1-z7t 1+4z71 -1 1 -zt 1

1y 1
My(Z ):E

! —N 1
MAB(Z )ZE

Pa je prema (154):
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Y@ =Mz M= 1, 20 L A

=[ 1-z73 Z7'+77? 1] [1—2 +Z +Z72
71—z 1- Z‘3 Z724+1-2783
[1 +Z1+772 N
1-71-27772 Z 3
Sto je isti rezultat koji smo predhodno dobili.
Valja jo§ primetiti da se binarna generiu¢a matrica M’ (Z H=m AB(Z_Z)'
M’ -p(Z~1) moze koristiti i kao standardna generiSu¢a matrica ali ona tada ne generise
binarne nego ternarne sekvence!

5.7.7. Fazni pomak jedne od dve sekvence u paru

Neka je nova generiSuc¢a matrica prikazana:

1 1 0 -1
M,z =, ]z (158)
gde je |w| = 1. Ako podemo od kanoni¢ne forme:
1
_ 1 —Q 0 -5
1y — k
M, (Z )—{k_|N|1[Qk ] [0 71 ]} [ﬂo (159)

dobijamo:
2,z =} ‘?“]'{ILU Lo o ]} A
=[(1) 3]'[951 _va_l]'[(l) qu]'[ﬂ,:z - 2] [o ZO]

[ 0 _Ql] [0 ZO] [QO B (160)

:[1 0] 1 _-QN_1]_[1 0 [1 0 _' 0 ][ —.Q}kv_z
0 wl Qx4 1 0 w lo wl lo z71 [Qy_, 1
) iy
fo Wl lo "Hé ot CO P B
N 0]_[1 [ —Q* o _[1 0
0 wl lo Qo 0 wil 0w (161)
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:[(1) VOV]'[Q,L _va_l]'[é v(v) [(1) qu]'[(l) v(l)/][ﬂzjz _QEV_Z
'B&Hé;ywéﬂﬁ;ﬂqbﬁ]

_Q*
[(1) qu] [ [Qo [(1) vS* [(1) v(\)/ (162)

:[ 1 _W*QNl][ [ -w* QNZ][ 0]
W Qy_q 0 Z w:Qy_» 0 z71

'[w-lﬂl _Wl Q*]"[o qu]'[w-ﬂo _W1 Q*]'[o W]

(163)
1
:{1—[[ 1 —w Qk] ! }[ —W*-Q’{,]_[l 0)
Znaci, dobili smo omega vektor jednak:
[WQo, Wy, oo, Wy, Wy ]
Kada racunamo komplementarni par:
-1\ — -1 1 —
y(z™) =M,z || =
1
IS T I T
= : -1 :
eaneg W 1 0z Wl 1 0wl 100 (165)

poslednja matrica [(1) 1?/] nestaje posto je: [0 w [0] [0]

5.7.8. Frekvencijski pomak obe sekvence

Ukoliko obe sekvence frekvencijski pomerimo za w na sledeci nacin:

a'(n) = a(n) - ™"

b'(n) = b(n) - e'™ (166)
¢ime se ne naru$ava komplementarnost, novi par ima omega vektor jednak:

[901 Qleiw; Qzeizw, vary QN Zei(N—Z)w’ QN—lei(N_l)w]
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5.8. Efikasnost generatora-korelatora

Prvi efikasni generator-korelator za binarne i polifazne komplementarne sekvence
prikazan je u [Budisin 92]. Kako on ima N faktora u kompaktnoj kanoni¢noj
reprezentaciji a 2V faktora u standardnoj kanoni¢noj formi, stepen efikasnosti mozemo
definisati kao odnos ta dva broja. Stepen kompaktnosti kompaktne kanoni¢ne forme bio
bi definisan kao broj faktora u kompaktnoj formi podeljen s duzinom sekvence. Stepen
efikasnosti bio bi definisan kao recipro¢na vrednost stepena kompaktnosti. Na primer, za
efikasni korelator iz [Budisin 92] stepen efikasnosti bio bi 2V /N dok je kompaktnost data
SN/2VN.

Generalno, efikasnost bilo kog para sekvenci definise se kao odnos broja faktora u
kanoni¢noj formi i broja faktora u kompaktnoj kanoni¢noj formi. Na osnovu ranije
koriS¢enih oznaka varijabli efikasnost je:

e N (167)
m
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6. Primerl

Primere smo podelili prema koris¢enim modulacijama u digitalnim komunikacionim
sistemima na: BPSK, M-PSK i QAM. Svim ovim tipovima sekvenci zajednicka je odlika
to Sto je za svaku poznat takozvani standardni algoritam za koji se ocekivalo da ¢e
generisati sve komplementarne parove duzine 2V. U stvari, tako se mislilo do pojave rada
[Li 05] u kome je, za 4-PSK sekvence duzine 16, pokazano da postoje sekvence koje se
ne mogu dobiti standardnim algoritmom. Takve sekvence su dobijene sistematskim
raunarskim pretrazivanjem i nazivaju se nestandardne komplementarne sekvence. Do
sada su pronadene i publikovane 4-PSK, 6-PSK i 16-QAM nestandardne
komplementarne sekvence. Samo za binarne sekvence danas nisu poznate nestandardne
sekvence.

Pored standardnih i nestandardnih sekvenci, koje su duzine 2V, postoje i sekvence
drugih duzina koje se ne mogu konstruisati nekom rekurzivnom metodom iz kra¢ih
sekvenci. Takve sekvence nazivamo kerneli (kernels). One su dobijene racunarskim
pretrazivanjem. Kerneli nisu znac¢ajni samo po tome sto je dokazano da postoje nego i po
tome Sto se pomocu njih mogu konstruisati komplementarni parovi razli¢itih kompozitnih
duzina. Tako za binarne sekvence, koriste¢i Turinov algoritam, mogu da se konstrui$u
sekvence duzine 2V10M26L . Za ostale sekvence, pomocéu Golejevog algoritma za
konstruisanje sekvenci kompozitnih duzina, moguée je konstruisati sekvence duzine
2-N-M iz kernela duzine N i M. Ovaj algoritam moze se jo§ jednom ponoviti da se
konstrui$u sekvence duzine 4+ N - M - L iz 3 kernela duzina N, M i L itd.

6.1. Binarne sekvence

U slucaju binarnih sekvenci standardne sekvence se mogu dobiti Golejevom
direktnom metodom ili pomoc¢u [Budisin 90A] kad se uzme da su W koeficijenti +1.
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Takvih sekvenci ima N! - 2V, Kerneli postoje za duzinu 10 (2 para) i 26 (1 par). Pored
toga, pomocu rekurzivnih algoritama mogu se dobiti sekvence duzine 20 iz kernela
duzine 10. Medutim, pokazalo se da postoje parovi sekvenci duzine 20 koji se ne mogu
dobiti na ovaj na¢in. Oni se isto smatraju kernelima. Pronaden je jedan kernel duzine 20.

6.1.1. Standardne

Kako se standardne binarne komplementarne sekvence po algoritmu [Budisin 90A]
ve¢ generiSu pomocu paraunitarne generiSuc¢e matrice, ovde nije potrebno posebno
dokazivati da se moze izvrsiti dekompozicija na N faktora. Zato ¢emo samo ilustrovati
proces dekompozicije na jednoj standardnoj binarnoj sekvenci. Treba uociti da je matrica
koriS¢ena u [Budisin 90A] razli¢ita od omega matrice. Medutim ta razlika je minorna i u
proizvodu koji odgovara kanoni¢noj formi moze se jedna matrica transformisati u drugu.

Binarni par sekvenci iz [Golay 61]:

a=[+1,+1,+1,+1,+1,-1,—1, +1]
b=[+1,-1,+1,—-1,+1,+1,—1,—1]

Dekompozicija izgleda ovako:

X,(z-1) = [WH2THZ 242342 = 275242 _as(?) _

8 [1-Z2714272-72347274 4+ 275-7276-7277]""7 7 bg(7)
y_[1 0171 1 _ 1+Z72477%-7276 .

X;(27) = o 71" 11 1]'X8_2 —1—z—2+z—4—z-6]'96__1’
U0 =1y, L[ 14272 1.4 o

X2 =p 2l 1] X7_4z-3—z—5]'95_0’
1011 0.y _ 414272 7.0 _ o

X =1y z'lo 4l X6_4.z—2—z-4]’ﬂ4_0’
1011 0.y _ 414272 7.0 _ o

X4(Z )_ -O Z— _0 1- XS - 4 -Z_l_Z_3:|!Q3 - 0!
iy [T 0] (1 0]y _4[1+Z27%.q = 1.

=y Ly 1l xe=4{ %=1
1 o1 1 1

@D =]y 2l 1]'X3:8[—z—1];91:0;
10Tl 0y _af17.4 _ ..

@M= Sy 1) *e=8 %=1
1 -1 1

Xz =|; 1]-)(1= 16[0]

Omega vektor [Qg, Q,,...,Q,] =[1,0,1,0,0,0,—1,1] je redak, kanoni¢na forma
izgleda ovako:
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X10=U1-D-U_1-D-UO-D-UO-D-UO-D-UI-D-UO-D-Ul[(l)]
Kompaktna kanoni¢na forma je:

X10=U1-D1-U_1-D4-U1-D2-U_1[(1)]=

_[1 _1”0 Z H ”0 Z H _11”(1) 292][—11 ﬂ[(l)]z
_[1 _1”0 Z1 H ”0 zZ* H _11”(1) 292][—11]

Prepoznaje se da je to kompaktna kanoni¢na forma s parametrima:
[P(1),P(2),P(3)] =12,4,1] i [S(1),5(2),5(3)] = [3,7,8]

6.1.2. Nestandardne

Do danas jos nisu pronadene nestandardne binarne sekvence. Kako su one pronadene
u 4-PSK, 6-PSK i 16-QAM familijama logi¢no je oc¢ekivati da postoje i u binarnoj verziji.
Ovo je jedno od neresenih pitanja u teoriji komplementarnih sekvenci. Postoje dva na¢ina
pretrazivanja koja bi mogla dovesti do pronalazenja nestandardnih binarnih sekvenci:

Sistematsko pretrazivanje svih binarnih sekvenci i provera da li svi pronadeni
komplementrni parovi pripadaju familiji standardnih sekvenci. Ovaj pristup ne moze dati
rezultate za sekvence mnogo duze od 32, bez obzira na to $to su racunari sve mocniji,
posto broj slucajeva koje treba pretraziti raste kao 22",

Drugi pristup je pretrazivanje standardnih komplementarnih sekvenci i pronalazenje
ukrstenih autokorelacionih funkcija. Drugim re¢ima, valja nac¢i dva komplementarna para
sa istim autokorelacionim funkcijama. Broj komplementarnih sekvenci koje treba
pretraziti raste sa N! 2V, pa je ovaj pristup mnogo brzi od prethodnog pristupa.

6.1.3. Kerneli

6.1.3.1. Kernel 10

Golej je u svom radu [Golay 61] dao dva kernela duzine 10. Prvi Golejev kernel
duzine 10 je:
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a, =[+1,-1,-1,+1,+1,+1,+1,+1,+1,—-1]

b, =[+1,-1,-1,-1,+1,-1,+1,-1,—-1, +1]
Drugi Golejev par duzine 10 je:

a; =[+1,-1,+1,-1,+1,+1,+1,+1,—-1, —1]

by = [+1,+1,+1,+1,-1,+1,+1,-1, -1, +1]
Ovako se dekomponuje prvi par:

X 0(Z7YH) = [1—2:1—Z:§+Z:z+2:: + Z:§+Z:Z+Z:Z+Z::_Z:z 0, = bo(9) _ )
127177273474 — 7754767777847 ao(9)
xo=[y 91 A me=2| TR =0
N P s = 0= o Al
=y ollo Jxe=2[ 7557 NA 0 ae=
Xo=[o ol [y Jx=2| F%, 50 |iea=—0s
x=[p s 1T xe= L =
X‘*::(l) g 1 _11]'X5 [102 )i 05=0;
S I E R E R R
X2 =X5 = (1) g ' 1 _11 X5 = :10120—3: =0
X =X, = (1) g ' 1 _11 X5 = _10120-3: i = 1;
X, = _11 ﬂ ] [ 20[(1)]
Omega vektor je:

[Q,Q,, ..., Q] = [1,0,0,0,—1,—0.5,—1,0,0,1]
a kanoni¢na forma izgleda ovako:
Xlo:Ul'D'Uo'D'Uo'D'U_l'D'U_O.5'D'U_l'D'Uo'D'Uo'D'Uo'D'Ul

fol=
Xw=U1-D-I-D-I-D-U_1-D-U_0.5-D-U_1-D-I-D-I-D-I-D-Ul-_1]
_[1 _1] [0 71 ] [é [(1) qu]'[(l) 2'[3 qu [—11 ﬂ
'[0 Z—l]'[—o.S OiS]'[(l) 291 [—11 ﬂ[(l) 291]'[3 1.
lo 21 T 1l 1l 216 7T1l=
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Xloz[i _ZZ—_ [o zo][o ZO][1z-][ OSZ][IZ‘]

lo 2o 2o 2l ‘1][0]

Kompaktna kanoni¢na forma je:
X10:U1'D3'U—1'D'U—0,5'D'U—1'D4'U1'[é]:
X10

=l Tl 2l Al Ailles Kl 21 Al 24l 7]

xo=[p A S 551 2l 6
- -4
Xloz[i ZZ—:] [_11 H OSZ ][_1 5‘4] [ﬂ
Alternativno, ovaj izraz se moze naplsatl u obliku:
Xw_ z 2. [1 —ZZ1 [05 _o.;,_-lz—1 H _ZZ‘:] [ﬂ (168)

koji je u skladu s notacijom koris¢enom u [Budisin 90A] i [Budisin 11]

Pogledamo li 4 individualne matrice u proizvodu uo¢avamo da su prva, druga i
Cetvrta matrica istog oblika kao matrice koje se koriste u [Budisin 90A] dok se samo
treca matrica razlikuje. Medutim, ona je specificna samo po tome sto sadrzi koeficijent
0,5 koji se u digitalnoj implementaciji u aritmetici s fiksnim zarezom moze ostvariti
prostim pomeranjem bita za jedno mesto udesno; kako pri tome nisu neophodna dodatna
logicna kola, ne poveCava sSe cena elektronskog kola. Proces generisanja
komplementarnog para duzine 10 prikazan je u Tab. 8.
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Tab. 8. Proces generisanja komplementarnog para duzine 10 (prvi kernel)
Inicijalne sekvence: a = [1],b = [1]

a sekvenca: 1 0 o|lo | o oo ool o

b sekvenca: 1 0 oo o oo ool o

pomerana b sekvenca | 0 0 0] o 1 0 0ol o] oo

L rekurzija: A(Z"H) = AZ™H) +BEZHZ ™ B(ZYH =AZ ) -BZ Hz™*

a sekvenca: 1 0 oo | 1 o |lo]oflo]o

b sekvenca: 1 0 olof=-1]o0o|o|o0of|lo0o]o

pomerana b sekvenca | 0 1 0] o 0 1o ofo]o

2. rekurzija: A(ZH = AZ™YH) - 05B(Z"HZ7 1, B (Z71) = 0,5A(Z" ) + B(Z )zt
a sekvenca: 1 |-05|0|0of 1 |05|]0]o0]o0]o0O

b sekvenca: 05| 1 ol 0|05 -1]|o0o|o0o|o0]o0

pomerana b sekvenca | 0 0,5 1| o0 0 |05]-1] 0 0 0
3.rekurzija: AZH)=ACZ H-BZ HZ LBEZ H=ACZ H+BZ Hz!

a sekvenca: 1 1 | 1|0 | 1 ol 1]|o0of|o]o
b sekvenca: 1 0 1 (0] 1|1 |-1|[0]o0]o0
pomerana b sekvenca | 0 0 o | 1] o 1 (o 1] 1]|-1
4. rekurzija: A'(Z7H) = AZ " H+BEZ HZ 3 BEZ ) =AZ YY) -BZ )z 3
a sekvenca: 1 -1 |11 |11 ]1]1|1]4
b sekvenca: 1 1 | 1|11 | 11111

Drugi kernel Golejevih sekvenci duzine 10 [Golay 61] moze Se prikazati na slican
nacin:

o=y LA Zalles T AL e

6.1.3.2. Kernel 20

azo = [+L+L+L+L -5+ -5 -L-L+L+L -5 -5+ 4+, -1+, -1, -1; +1]
by =[+1;+1;+1;+1;,—-1;+1;+1;+1; +1; +1;, -1, —-1; —-1; +1; —1; +1; —1; +1; +1; —1]
Njegov omega vektor je:
[-1,0,0,0,0,0,-1,0,0, 1/2, -2/5, 8/29, -3/181, 25/113, -10/37, 4/13, 1/5, -1/2, -1, 1]]
Vidi se da u omega vektoru ima samo 7 nultih elemenata pa je efikasnost 13/20 =
0,65. To je veoma los odnos, narocito kada se poredi sa standardnim binarnim
sekvencama duzine 16 1 32 kod kojih je taj odnos 4/16 = 0,251 5/32~0,16. Situacija se
posebno pogorsava posto su omega koeficijenti slozenog izgleda. Stoga je prakti¢na
implementacija veoma slozena posto postaju neophodni mnozaci.
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6.1.3.3. Kernel 26

ay=[1L11,-1;1;1-1;,-1;1,,-1;1;,-1;1;,-1;-1;1;,-1; 1, 1; 1, -1, —1; 1; 15 1]
b, =1[1;1;1;1;-1;1;1;,-1;-1;1;-1;1;1;1;1; 1, -1;1; -1, -1; —-1; 1;1; —1; —1; —1]

Omega vektor je:
[-1,0,0,+1,+1/2,-1/5,—4/13,-3/37,+81/106,+3/37,—4/13,+1/5,
+1/2,+1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1]

On ima samo 13 nultih elemenata pa je efikasnost samo 2.

Takode treba uociti neobi¢nu simetriju-antisimetriju u omega vektoru od elementa 3
do elementa 13. Zna¢i, imamo:

[+1,+1/2,-1/5,—4/13,-3/37,+81/106,+3/37,—4/13,+1/5,+1/2,+1]

Kada napisemo niz znakova koji govore koji elementi su simetriéni a Koji
antisimetri¢ni, pocevs§i od prvog i poslednjeg pa idu¢i ka sredini dobijamo:
[+, 4+, —, 4, —]. Pri tome nismo uzeli u obzir centralni element veli¢ine +81/106 koji je
sam sebi simetrican.

6.2. PSK sekvence

Broj faza u M-PSK konstelaciji u principu moze biti proizvoljan, medutim, zbog
popularnosti QAM modulacija danas je najznacajnija Cetvorofazna familija (4-PSK).
Treba ista¢i da se ta modulacija ¢esto naziva QPSK modulacija ili 4-QAM modulacija.
Zato ¢emo mi iskljuéivo njih posmatrati.

6.2.1. Standardne

Standardne polifazne sekvence su prvi put opisane rekurzivnim algoritmom [Budisin
90A]. U tom algoritmu skup mogucih faza nije diskretizovan nego moze da uzme bilo
koje vrednosti iz skupa [0,2r). Kasnije [Davis 99] daje nerekurzivni algoritam za
specijalan slu¢aj kada su faze koreni jedinice §to odgovara M-PSK konstelaciji.
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Kako smo ve¢ objasnili kad smo govorili o standardnim binarnim sekvencama koje
se generiSu pomoc¢u algoritma iz [Budi$in 90A], generator tih sekvenci je u obliku
paraunitarnih matrica pa se ovde ne¢emo posebno baviti njime.

Dac¢emo samo jedan primer 4-faznih sekvenci duzine 16 da bi nam posluzio kao
primer za poredenje sa primerom u slede¢em odeljku koji se odnosi na nestandardne 4-
fazne sekvence duzine 16.

=L —-0L L -1 —i;1;0 —1;0; 1]
bie=1[Li;1L—-i;1Li4 1L -6 16 -1, —i;1;i; 1]

Njegov omega vektor je:

[-1;0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 05 i; 05 -i; -1]

Treba uociti da postoji samo 6 nenultih vrednosti i da su sve nenulte vrednosti po

modulu jednake, a to znaci da je za ovaj par moguce realizovati efikasan korelator $to je
potvrda od ranije poznate Cinjenice.

6.2.2. Nestandardne

Prve nestandardne 4-PSK sekvence duzine 16 navedene su u radu [Li 05]. U tom
radu su navedene 1024 sekvence koje se ne mogu dobiti standardnom konstrukcijom.
Jedan primer takvih sekvenci je:

ame =L L LG - -1 -6 L -1 -1 - —1; —i; 0]
bie=[L -1 - -1 —-i;—-i;11 -1ii 1, —i; =i

Njihov omega vektor je:

[i; 0; -1/2-i/2; 0; 1/3; O; -2/5-i/5; 0; -1/5+2i/5; 0; i/3; 0; -1/2+i/2; 0; 1; -1]

Zapazamo da je broj nenultih vrednosti 9; kod standardnih polifaznih sekvenci njih

je 5. Takode vidimo da veliki broj nenultih elemenata ima vrednosti ¢iji modul nije 1.

Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da za ovakve parove sekvenci kompaktna
kanoni¢na forma ne daje efikasan korelator.

6.2.3. Kerneli

Prvo vidimo da za binarne sekvence svi kerneli imaju parne duzine. Medutim, za
kvaternarne sekvence postoje kerneli duzine 3, 5, 11 i 13. I dalje ne postoje kerneli
duzine 7 i 9. Treba naglasiti da se kernel 9 ne moze dobiti Turinovim algoritmom 3 X 3
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posto kerneli duzine 3 nisu binarni a Turinov algoritam se primenjuje samo na binarne
sekvence.
U radu [Gibson 11] data su ova 4 kvaternarna kernela:

6.2.3.1. Kernel 3

az; = [+1; +1; —1]
b; = [+1; +i; +1]
Evo kako se dekomponuje ovaj kernel:

[ 1+271-272 _a3(2) _
Xs(2 1)_[1+i-Z‘1+Z‘2' 27 by(2)
1 0171 1 [14+4zt-z2]_[2+Q+D-Z71 __a2(1)
%70 =1 Z] [—1 1] [1+i-Z‘1+Z‘2 _[(i—1)+2-z-1‘ 17 T h,(D)
IR
)
-1y [1 0], 1 —(1+0/2] 2+Q+D-Z7"_3
K@= Z] [(1—1')/2 1 ] (i-1+2-271 _[3]’90
_ a1(0)_3_
T b(0) 3
v 1 17.031_161_ .1
X270 =4 1]'[3]_[0]_6[0]
Omega vektor je:
1+i

[Qo’ Q, Qz] = [1; - 1]

a kompletna dekompozicija izgleda ovako:
L0 Alatee OGP L] =

Kanoni¢na forma, koja je istovremeno i kompaktna kanoni¢na forma, jeste:

Xy(Z-1) = [ 1+2°1—2772
1+i-Z7'+2772
_g-1 1 (1+DZ71211 -
- H Zz‘l ”—(1 /2 ;—1 ] H 11] [(1)]

Vidimo da je efikasnost ovog kernela jednaka 1 Sto znaci da se ne moze ocekivati
nikakvo povacanje efikasnosti u odnosu na standardni algoritam.
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6.2.3.2. Kernel 5

4-PSK kernel duzine 5 je:
as = [+1; +1; +1; —i; +i]
bs = [+1; +i; —1; +1; —i]

Omega vektor ovog kernela je:
[-1,-1/2,-1/2i,—1/3i,—1/2,—1/2 i, +i]

Ovaj kernel se ne moze iskoristiti za efikasni generator/korelator.

6.2.3.3. Kernel 10

Binarni kerneli duzine 10 mogu se posmatrati i kao polifazni kernel, kad se ima u
vidu da binarni simboli +1 predstavljaju podskup polifaznih simbola. Pored tih trivijalnih
slucajeva, frekrencijskom modulacijom mogucée je izvesti i ¢isto polifazni kernel 10 iz
binarnog kernela. Tako, na primer, mnozenjem obe sekvence binarnog kernela 10 s
kvaternarnom sekvencom:

[+1,+i,—1,-i,+1,+i,—1,-i,+1, +i]
dobijamo 4PSK kernel 10:

ao = [+1,—i,+1,—i,+1,+i,—1,—i,1, —i];

bio = [+1,—0,+1,+i,+1,—i, -1, +i, -1, +i]

6.2.3.4. Kernel 11

a;; = [L L LG -1 16 —i; 6 1; —1]
by =L ;-1 -1 =166 1 —i ;1]
Omega vektor ovog kernela je:
[-1; (1-1)/2; 1/3; -(1+1)/10; -9/17; 21/74(1-1); 9i1/17; (1+1)/10; 1/3; (1-1)/2; -1]
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6.2.3.5. Kernel 13

a3 = [, L L6 -1 11 —i; 1, -1, 1; —i; i]
bz = [L;i; -1, -1, -1, i; -1, 1, 1; —i; —1; 1; —i]
Omega vektor ovog kernela je:
[i; —(1+10)/2; 1/3; (—=1+1i)/10; 9/17i; —21/74(1 +i); —21/157; 21/74(1
—1i); 9/17i; (141)/10; 1/3; (1 —i)/2; —1]

6.2.3.6. Kerneli 201 26

Ovi binarni kerneli mogu se smatrati i polifaznim kernelima, kao $to je objasnjeno u
slucaju kernela 10. Takode je moguce frekvencijski modulisati obe sekvence i tako se
dobijaju Cisto polifazni kerneli.

6.3. QAM sekvence

U modernim komunikacionim sistemima uveliko se koristi QAM modulacija.
Najcesce koris¢ene varijante su 16-QAM i 64-QAM dok se razmatra i 256-QAM.
Prednost ovih modulacija jeste sto omogucavaju prenos veceg broja bita po simbolu i to 4
bita u sluc¢aju 16-QAM, 6 bitova u sluc¢aju 64-QAM i 8 bitova u slucaju 256-QAM.

Javilo se interesovanje za primenu komplementarnih sekvenci u QAM sistemima
zato sto se oni pre svega koriste u OFDM prenosu. Kako je poznato da je vr$na snaga
spektra komplementanih sekvenci najviSe 2, ova osobina je predloZena za reSavanje
problema vrs$ne snage signala na izlazu iz predajnika (PAPR problem). Prve razmatrane
komplementarne sekvence su bile binarne [Popovic 91] zatim 4-PSK [Davis 99]. Kod
svih ovih sistema osnovni nereseni problem jeste to $to je protok bitova veoma mali kada
se komplementarne sekvence koriste kao kodne reci. Naime, za duzine kodnih reci reda
veli¢ine 1024 iskoristivost kanala pada ispod 1%. Zato teoretic¢ari ulozili velike napore u
povecanje broja sekvenci. Da bi se to postiglo, istrazivane se komplementarne sekvence u
visSim QAM konstelacijama. Do sada je objavljeno vise radova u kojima se generisu 16-
QAM i 64-QAM komplementarne sekvence. Svi ti radovi su bili bazirani na direktnoj
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metodi generisanja u kojoj se koriste Bulove funkcije. Mi ovde dajemo novo reSenje,
zasnovano na paraunitarnim matricama.

6.3.1. Standardne

Na osnovu algoritma dekompoyicije koji smo primenili na sekvence generisane
direktnom metodom otkriveni su novi rekurzivni algoritmi za generisanje 16-QAM i 64-
QAM komplementarnih sekvenci. U sluc¢aju 16-QAM sekvenci novi rekurzivni algoritam
generiSe isti broj sekvenci kao 1 do sada poznati nereurzivni algoritam dok je u slucaju
64-QAM sekvenci taj broj znacajno povecéan.

6.3.1.1. 16-QAM sekvence

Za 16-QAM sekvence do sada je bio poznat nerekurzivni algoritam. Primenjujuci
na$ algoritam dekompozicije postepeno smo otkrivali unutra$nju strukturu tih sekvenci i
tako smo dosli do opsteg rekurzivnog algoritma koji ovde prikazujemo.

Nase reSenje polazi od klasi¢nog rekurzivnog algoritma za generisanje polifaznih
sekvenci koji je koje je primenjen na specijalan slu¢aj kada je broj faza 4, odnosno za 4-
PSK sekvence. Modifikovali smo ovaj algoritam ubacujuéi jednu matricu (zva¢emo je Q
matrica) koja transformise 4-PSK signal u 16-QAM i dobili smo sve sekvence koje se
mogu dobiti direktnom metodom ali mnogo jednostavnije i mnogo logi¢nije. Otkrivanje
svih verzija Q matrice je bio poseban izazov. Osnovna alatka koju smo Koristili u tom
procesu bila je dekompozicija 16-QAM sekvenci generisanih direktnom metodom. Na taj
nacin su otkrivene sve verzije Q matrica dok se nije dobio algoritam koji generiSe sve
poznate 16-QAM komplementarne sekvence.

Polazna osnova je bio algoritam za generisanje polifaznih komplementarnih sekvenci
[Budisin 90A]:

e T PRl B P Peieileas

= Y, (Z7) - Xx 70271 (170)

n

gde je n=12,..,N, duzina sekvence je: 2V, a [P.,P,,...,Py] je bilo koja
permutacija brojeva {1, 2, 4, ..., 2NV~1}, zatim
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Yn(Z_l):H Wn]'[o Z—Pn] [1 —1] [0 Wn] ZPP”]

- [ —1] [0 Wy Z” P"] (171)
w . :
a pocetni komplementarni par je: x(4PSK) Z Y= [WZ] =Wy [ﬂ Pri tome Je

ime/2 — jm.m =0,..,3}zan=0,1,2,...,N.

Kako simetri¢ne permutacije generiSu identi¢ne a sekvence, mi neéemo Kkoristiti

w, € {e”

simetri¢ne permutacije da biSmo generisali jedinstvene sekvence. To znaci da je broj
permutacija N!/2 umesto N!.

Eksplicitni izraz za par komplementarnih 4-PSK sekvenci je:

1
XI(\;I-PSK)(Z—l) — {k_l_llv Yk(Z_l)} . [1] w
=Yy(Z™D) Yy 1 (ZD)r o Y, (27D [ﬂ Wy a72)

Prema direktnoj konstrukciji iz [Davis 99] koja je ekvivalentna s [Budisin 90A] broj
razli¢itih 4-PSK sekvenci jeste:

Mypsx = N1/2 -4V (173)
Prvi faktor N! jednak je broju permutacija. Drugi faktor u izrazu poti¢e od N + 1
konstanti w,,, od kojih svaka ima jednu od 4 vrednosti faze.

Drugi relevantan algoritam je prikazan u [RoRing 01] i on Koristi par 4-PSK sekvenci
kao glavnu i sporednu koordinatu da bi se generisala 16-QAM sekvenca. Taj algoritam se
moze predstaviti jednacinom:

e o Y 174

Prepoznajemo da je ova matrica istog oblika kao matrica za generisanje viSenivoskih
sekvenci [Budisin 90B] ili, jo$ opstije, ona je kao nasa omega matrica. Mi ¢emo u daljoj
generalizaciji za Q matricu Kkoristiti opsti oblik omega matrice.

Kombinujué¢i ovu jednadinu i jednadinu za 4-PSK sekvence Robingov algoritam
postaje:

x(16QAM)(Z—1) — Q(RE)B) . x(4PSK) (Z~1) (175)

Broj razli¢itih 16-QAM komplementarnih sekvenci koje se ovako generisu isti je kao
broj 4-PSK sekvenci i iznosi Mypgx = N!/2 - 4N*1 posto je preslikavanje jednozna¢no.
Najzad, par komplementarnih 4-PSK sekvenci x“PS¥)(Z~1) mozemo zameniti s
njegovim rekurzivnim izrazom:
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1
e o] Twee]- [
k=N

= QY Yy () Yy, 2D @Y - [ w (176)

Ovde treba uociti sustinsku razliku izmedu Q matrice i Y. S jedne strane, Y matrica
ne vrsi rekombinovanje a i b sekvence zato §to je pri sabiranju (u okviru mnozenja sa Y
matricom) jedan element ove dve sekvence uvek nula, tako da ¥ matrica samo ucesljava
nenulte elemente komplementarnih sekvenci. S druge strane, Q@ matrica direktno
rekombinuje elemente dve sekvence tako $to jednu sekvencu mnozi sa 2 a drugu sa 1 i na
taj na¢in proizvodi visenivoske sekvence ¢iji elementi pripadaju 16-QAM konstelaciji.

Novi algoritam, koji je direktna generalizacija gornjeg algoritma, uvodi dve novine:

Umesto QR%%) matrice koristi omega matrice koje zadovoljavaju uslov da mapiraju
4-PSK simbole u 16-QAM simbole.

Q matrica vise ne mora biti na po¢etku proizvoda (krajnje leva strana) nego bilo gde
unutar proizvoda, pa ¢ak i na krajnje desnoj strani proizvoda. Tako se dobija N+1 polozaj
Q matrice.

Racunarskim pretrazivanjem pronadeno je 14 Q matrica koje zadovoljavaju uslovda
mapiraju 4-PSK komplementarne sekvence u 16-QAM sekvence: Q(V,Q@, ..., (!4 ;
one su prikazane u Tab. 9. Prepoznajemo da je matrica Q) u stvari Q(R%®) . Prvih 8
matrica su opste, Sto znaci da mapiraju bilo koji par 4-PSK simbola u par 16-QAM
simbola. Cetiri specijalne matrice Q(*, ..., Q%) ne mapiraju proizvoljni par 4-PSK
simbola u 16-QAM simbole nego samo one parove simbola iz komplementarnih parova.
Najzad, dve trivijalne matrice: Ii 3 - I mapiraju 4-PSK simbole u same sebe ili u 3 puta
vece verzije. Naravno, ti simboli takode pripadaju 16-QAM konstelaciji.

Koris¢enjem tih 14 matrica broj razli¢itih 16-QAM sekvenci se povecava 14 puta i to
sa Mypsk = N!/2 - 4N*1 koje generise Robingov algoritam na 14 - Mypgk.
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Tab. 9. Q matrice, broj generisanih sekvenci, P i PAPR

Q matrica Veli¢ina P | PAPR
QW .. Q¥ = [ 21 ) Ziu]
B u 4(N + 1) - M4PSK 5 2,0
gdejeu = e!@OT/4 | = 0:3
Q® ..Q® = [ 1 V2 V]
—V2-vt o1 A4(N + 1) - Mypsk 3| 12
gde je v = e!Gk+DT/4 | — (.3
Q(g)m(lz) _ 24+u uv + v]
“uwtvo 2-u AN + 1) - Mypsy 71 28
gde je u,v = =i
1 0
Q(13) — I = [O 1] M4-PSK 1 014
3 0
QM =3.] = [0 3] M,psk 9 3,6

Druga znacajna odlika novog algoritma jeste to da se Q matrica moZe nalaziti bilo
gde u proizvodu a ne samo s leve strane. To je moguce zahvaljujuéi €injenici da su
matrice i Y,(Z71) i Q matrice unitarne tako da se njihovom primenom odrzava
komplementarnost. Pored toga, kako Y, (Z~1) matrice samo ucesljavaju sekvence, na
mestu u proizvodu gde Q matrica transformise par 4-PSK sekvenci u 16-QAM par,
sekvence ostaju 16-QAM i posle mnoZzenja sa ostatkom Y, (Z~1) matrica s leve strane od
Q matrice. Tako da je krajni rezultat celog proizvoda komplementarni par sekvenci koji
pripada 16-QAM konstelaciji.

Formalno, novi algoritam mozemo napisati u slede¢em obliku:

X E) = {Tﬁ Vi ‘1>} Q' {1_[ Yk<Z‘1)} [1] ar)
k=N k=m

gde, [ =1,2,..,12 odreduje koja se QW matrica koristi dok m =0,1,...,N
odreduje polozaj u proizvodu te Qf,? matrice. Sada ¢emo primerom ilustrovati kako se pri
upotrebi trivijalnih Q1) i Q4 na razli¢itim poloZzajima u proizvodu ne dobijaju dodatni
komplementarni parovi.

Na primer , ako Q(*3) = I ubacimo u (177), dobijamo:
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m+1

1
xy M = {1_[ Yk(z—1>} 1 {1_[ Yk(z—l)} (1] wo
k=N k=m
1l [r (Z—l)l- Nwe
{Q ) ] (178)

Sto je taCno izraz koji generiSe 4-PSK komplementarne sekvence. Isto vazi i za
Q% = 3 - osim §to sekvenca tada ima 3 puta veéu amplitudu.

Dakle, mi éemo koristiti samo 12 netrivijalnih QY matrica u gornjim jednadinama a
dodac¢emo dva trivijalna slucaja. Postoji N+1 lokacija u proizvodu gde moze da se
postavi @ matrica tako da je ukupni broj sekvenci koje mogu da se generiSu pomocu
matrica Q" do Q(*? jednak: 12+ (N + 1) - N!/2 - 4N+, Dve ftrivijalne matrice Q(**
i Q') generisace isti skup razli¢itih sekvenci bez obzira na polozaj u proizvodu tih
matrica tako da one generi$u ukupno 2N!/2 - 4V*1 razli¢itih sekvenci. Sledi da je ukupan
broj razli¢itih 16-QAM komplementarnih sekvenci jednak zbiru ta dva broja: Myggay =
12-(N+1)-N!/2-4N*1 4 2N1/2 - 4N*1 = (14 + 12N) - N!/2 - 4V*1 §to je identiCan
broj onom generisanom na osnovu algoritma poznatog iz literature. Ovaj izraz mozemo
jos napisati i kao: Mygoam = (14 + 12N) - N!/2-4N*1 = (14 4+ 12N) Mypsx gde je
M,psx = N'/2 - 4N*1 broj 4-PSK sekvenci.

Na Sl. 22 prikazano je kako broj razli¢itih sekvenci zavisi od duzine generisanih
sekvenci.
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Braj razlicitih sekvenci za 4-PSK i 16-QAM

1 2 3 4 A ) 7 B g 10
Stepen dvojke koji definie duZinu sekvence

Sl. 22. Broj razli¢itih 4-PSK | 16-QAM sekvenci zavisi od duzine sekvenci

Primer: Ilustrovacemo novi algoritam jednostavnim primerom. Generisatemo 16-
QAM sekvence duzine 4 koristeci fiksirane Y i Q matrice a samo ¢emo varirati polozaj Q
matrice u proizvodu (m =0,1,2). Uzeéemo vrednostii wo =w; =w, =w=1,
P =[1,2],i Q = QW i tako dobijamo:

ra =l Nl Zl=h Al =6 2

neh=[ 27

_7z-1 (179)
Generisane sekvence su:
(16QaM) _ o v v _[1 2111 Z727111 z7'1n1
Y22 =Q Y ¥, = [—2 1] [1 _Z-Z] [1 _Z-l] [1]
_|[3+3z7-z72+2Z73
—1—-27Z1-37724+3773 (180)
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(16QAM)

e =y, = 2501 A 2NN

_[B-z1-z7%-3z73

3—7Z1477243773 (181)
(160AM) v .n_[1 Z7211 1
e =v,ovi-e=[ 2500 211, AL
_[B3-Z7143727%+Z773
3—71-3772_7"3 (182)
ili u vremenskom domenu:
a, = [+3,+43,—1,+1]; a; = [+3,—-1,-1,-3]; ag = [+3,—1,+3, +1] (183)

Posmatraju¢i polozaj elemenata sekvence s amplitudom 3, zakljucujemo kako
polozaj Q matrice uti¢e na generiSuce sekvence i zaSto proizvodi razlicite sekvence.

Vrsni faktor PAPR: polazimo od racunanja ukupne energije sekvenci u paru na
0Snovu izraza za uslov komplementarnosti u matriénom obliku (37) koristeci izraz za x iz
(177) i dobijamo:

2E = x(Dx(Z7Y)

{ﬁv(z)} o {i[mz)} ] {ﬁvk(z)} gg.{ljnyk(z-l)}[iﬂ

o e e

k=m+1

(184)

Primenjujemo paraunitarnost: ¥, (Z™ 1) - Y, (Z™Y) =Y#(2)- Y, (Z71) =21 tako
da dobijamo:

N m+1
[T @) <] [ vz =2m-ma (185)
k=m+1 k=N

Sto daje:
H

2F = 2N-m H]H{QYR(Z)} {( (” (”} {HY (Z- 1)} [1] (186)

Lako se pokazuje da je ( (Z)) W = K I posto su matrice Q unitarne a K je
konstanta koja zavisi od svake @ matrice. 1z ovog izraza K je jednako:
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K =/[(QW)H - QO] (187)

1 H 1
]_[ Y (Z)} K- {1_[ Yk(z—l)} [ﬂ
k=m k=m

=K-2N—m[ﬂH2m[ﬂ=2-K-2N

2 = 2N-m H]H

(188)

Najzad dobijamo izraz za energiju sekvence: E = K - 2. Snaga sekvence jednaka je
energiji podeljenoj s duzinom sekvence pa imamo:

P=E/2N =K (189)

U Tab. 9. su date vrednosti za snagu P za razli¢ite grupe Q matrica. Primecuje se da
najmanju snagu i najveéu snagu imaju sekvence generisane pomocu trivijalnih Q matrica.
One imaju P = 11 P = 9. Ostale 3 grupe sekvenci imaju P = 3,51 7.

Vrsna snaga spektra PAPR svih komplementarnih sekvenci (u slucaju da obe
sekvence imaju istu snagu) jeste 2. To, naravno, vazi i za 16-QAM sekvence. Medutim,
kod 16-QAM sekvenci zanima nas PAPR koji je malo druk¢ije definisan. Za razliku od
PAPR definisanog za pojedinacne sekvence, ovde ¢emo odrediti PAPR definisan kao
vr$na vrednost konkretne sekvence prema srednjoj vrednosti snage celog skupa sekvenci.
Tako se za 16-QAM komplementarne sekvence dobija da je srednja snaga 5. Ako je za
pojedina¢nu 16-QAM sekvencu srednja snaga P onda je njena vrSna snaga 2P pa je
PAPR koji nas interesuje: PAPR = 2P/5 = 0,4P . Vrednosti za PAPR su takode
navedene u Tab. 9. i potpuno se slazu s podacima iz tabele 11 u radu [Chan 03].

6.3.1.2. 64-QAM sekvence

Prate¢i logiku konstrukcije 16-QAM sekvenci pomocu paraunitarnih matrica, razvili
smo i teoriju 64-QAM sekvenci. Da bi se shvatila slozenost ove problematike koja je do
sada obradivana isklju¢ivo na bazi direktne konstrukcije zasnovane na primeni Bulovih
funkcija, da¢emo dva primera.

Kao prvo, u dva fundamentalna rada gde je sacinjena direktna konstrukcija 16-QAM
sekvenci [Chan 03] i 64-QAM sekvenci [Lee 06] promakla je sustinska greska tako da
generisane sekvence nisu bile komplementarne jedna drugoj. Greska je ispravljena tek
nakon 5 godina od prvog rada, u radu drugog autora [Li 08]. To nam govori da gresku
nisu uocili ni recenzenti a ni 21 autor koji su citirali rad.

Da bismo shvatili kako je to moguce, pogledajmo na SI. 23 ilustraciju slozenosti
matematickih izraza koji se koriste u tim radovima:
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e '{;* - { _.!u+:”+i_-!n}+;., +{ ":-I+Ju.|.;":”}-_—||'="1 }

Sl. 23. Primer slozenosti izraza koji se koriste u radovima gde je primenjena direktna
metoda

Za razliku od njih mi koristimo pristup baziran na paraunitarnim matricama i nasa
konstrukcija je data slede¢im izrazom:

m+1 n+1 1
Ehmon (271 = {1_[ Yk(z-l)} Ry {]_[ Yk(z-l)} -8y j YR(Z*)} [1] o

k=N k=m k=n (190)
gde su RE,? iS,(f) matrice oblika omega matrice koje tek treba odrediti. One imaju istu
ulogu kao @ matrica u konstrukciji 16-QAM sekvenci. Istrazivanje moguc¢ih R i S
matrica pokazalo se kao priliéno slozen problem. SreCom, istrazivanje PAPR problema
kod 16-QAM matrica pokazalo se veoma korisno za pretrazivanje R i S matrica. Naime,
lako se pokazuje da i kod 64-QAM sekvenci snaga zavisi samo od R i § matrica i to tako
da je P jednako proizvodu Py i Ps gde Py i Ps odgovaraju pojedina¢nim R i § matricama.
Iz toga sledi da je P = Py - Ps. Posto su P-ovi celi neparni brojevi, R i § matrice mogu se
pretrazivati po vrednostima P-ova. Ukoliko je, na primer, P prost broj onda jedna od te
dve matrice kojoj odgovara P = 1 mora da bude trivijalna jedini¢na matrica.

Tako dolazimo do klasifikacije R i § matrica. Postoje 3 moguénosti:
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e Obe matrice su netrivijalne i takve sluc¢ajeve ¢emo zvati netrivijalnim.

e Jedna matrica je netrivijalna a druga trivijalna i takve slucajeve ¢emo zvati
polutrivijalnim. Treba uociti da se tada algoritam svodi na isti oblik kao
algoritam za 16-QAM

e Obe matrice su trivijalne i taj slu¢aj ¢emo zvati trivijalnim. Treba napomenuti
da se tada algoritam generisanja svodi na algoritam za 4-PSK i da se matrice
tada mogu zameniti konstantama. Dok su u slucaju 16-QAM te konstante
uzimale samo dve vrednosti 1 i 3, sada mogu da uzmu 4 moguce vrednosti: 1,
3,5i7.

Pokazalo se da postoje samo 3 netrivijalna slucaja i to kada je

e P=3:-3=9

e P=3-5=15

e P=5-5=25

Ti slucajevi generiSu (18N(N + 1) + 4(N + 1)) - Mypsi razliitih sekvenci. Mi
¢emo u daljoj analizi posmatrati samo multiplikativni faktor 18N(N + 1) + 4(N + 1).
Prvo treba uoditi da ovaj broj raste s kvadratom parametra N, za razliku od 16-QAM
slucaja gde je multilikativni faktor bio 2 + 12(N + 1) $to znaci da je rastao linearno s N.

Polutrivijalni slucajevi postoje za sve neparne vrednosti P od 3 do 43, izuzev
vrednosti 35 i 41. Ukupan broj polutrivijalnih sekvenci je 228 - (m + 1) (naravno, dat je
samo multiplikator).

Na kraju treba dodati 4 trivijalna slucaja koje smo ranije ve¢ naveli.
Kada se sve te sekvence saberu, dobija se ukupan broj:

Kada ovaj broj uporedimo s najboljim poznatim algoritmom baziranim na Bulovim
funkcijama [Chang 10]:

M'ssoam =2 -N-(N+1)+236-(N+1)+4 (192)

vidimo da nas$ algoritam generiSe znatno vise sekvenci. Ova dva multiplikatora broja
sekvenci su prikazana na Sl. 24:
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Multiplikator

14000 : : ; : : : : : :
LS
7 T e T -

.| [NasAlgoritarn | | i 7
S e S W S
6000 ------- e Rt OREES N S G anRE EEREES e
4000 ------ e Rt OREES e SELEEE s 7T R
2000 ------ RRREE L REEEE RRREE SRRLEE i : -

: : : : : | [Chang 2010]

0 i i i i i i i i i

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Stepen dvojke koji definise duzinu sekvence

Sl. 24. Broj sekvenci generisanih pomocu predlozenog algoritma i algoritma [Chang
2010] kao funkcija duzine sekvenci

6.3.2. Nestandardne sekvence

Prve nestandardne 16-QAM sekvence duZine 4 objavljene su u [Li 09]. Cinjenica da
su pronadene nestandardne sekvence za tako male duzine govori da se nestandardne
sekvence veoma cesto javljaju u QAM konstelacijama i logi¢no je ocekivati da ¢e njihova
ucestanost naglo rasti kako povecavamo konstelaciju i kako poveéavamo duzinu
sekvenci. Takode je veoma indikativna ¢injenica da postoje 2.432 standardne Golejeve
sekvence duzine 4 i 1.440 nestandardnih sekvenci, §to je povecanje od 59%. U radu [Li
09] takode je konstatovano da se ove sekvence mogu svesti na 13 osnovnih parova. Do
sada nije istrazeno postoji li unutrasnja struktura u tim parovima; da postoji, bilo bi nade
da se te sekvence mogu konstruisati kakvim opstim algoritmom. Takode je konstatovano
da sekvence u 12 od tih 13 parova imaju razli¢itu snagu. U Tab. 10 date su sekvence,
vrednosti omega vektora i snage sekvenci P, i Py,.
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Tab. 10. Nestandardne sekvence, vrednosti omega vektora i snage sekvenci P, i P,

a o

sekvenca sekvenca 2(0) (1) 0(2) Q3) | Fa | Py
1 [A A A Al [A, B, -B, -A] 1 i | -1 1 3
2 (A, A, -A, -A] [A, -A, 3A, A] -1 -1 1 -1 1 3
3 [A, A A, A] [A, A, -B, -A] 1 i (1-i)/2 -1 1 2
4 [B, B, -B, -B'] [B,-B,-3A,B'] | (4-3i)/5 | (-1-3i)/10 1 -1 5 6
5 [A, A, -A, -iB] [A, iA, B',iB] 2-i i/3 (1-i)/2 -1 2 3
6 [B,-B, -A, B'] [B, iB, iB, -B'] (-4 +3i)/5 (-2 -i)/5 (-1-i)/2 -1 4 5
7 [A, A, -B, -iB] [A', iB, -B, B] -1 (1+2i)/3 (-1+i)/2 [ 3 4
8 | [A, -iB,-3A, -B] [A, 3A, A, B] -1-2i i (-1-i)/2 -1 5 4
9 [B,-A, -A, B'] [B,-3A,B,-B'] | (-4+3i)/5 (-7-i)/10 | 0.2-0.4i -1 3 6
10 | [A,B,-B, B [B, -A, B,-A"] - (1-i)/2 (-1+2i)/3 1-2i 4 3
11 | [A,A -3A,iB] | [A, 3A, -iB', -iB] 24 (1-i)/2 -1 -1 4 5
12 | [A, A, -iB',-A] | [A -iB', 3A, A] -1 -1 1-i -1 2 4
13 | [A A -iB', A (A, iB', A, -A] 1 -1 [ -1 2 2

Vrednosti A i B su definisane sa: A =1+1i,B = (1 + 2i)-A. Na osnovu Tab. 10
zakljuéujemo da se ne moze uociti velika pravilnost u vrednostima za omega vektor.
Mozda bi veca pravilnost mogla da se zapazi na duzim sekvencama ali takvo
pretrazivanje do sada nije uradeno.

6.3.3. Kerneli

Prvi opisani 16-QAM kerneli su dati u [Huang 11] za duzine 7, 9 i 15. Kerneli
duZine 7 su dobijeni racunarskim pretrazivanjem i njih ima 79. Autori su uocili da se neki
od tih kernela dobijaju ucesljavanjem dva para duZzine 3 i 4. Oni su prikazali opsti uslov
pod kojim je takvo uceSljavanje moguce i na osnovu toga su, ucesSljavajuci sekvence
duzine 4 i 5 odnosno 7 i 8, konstruisali kernele duzine 9 i 15. Kako kerneli duzine 91 15
nisu dobijeni sistematskim pretrazivanjem njihov spisak nije kompletan. Zbog toga ¢emo
analizirati samo kernele duzine 7.

Iz Tab. 11. vidimo da odreden broj sekvenci poseduje neku strukturu. Tome svedoce
nule u Omega(3) i Omega(5) te mnogo unimodularnih koeficijenata. S druge strane,
mnoge sekvence nemaju strukturu, a za to su dokaz veoma kompozitni koeficijenti.
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Tab. 11. Omega vektori za sekvence iz [Huang 11]

(0) (D) 22) 203) 0(4) aG) )
1 2-i 0 (1/2) + (1/2)i 0 -1 (1/2) - (1/2)i 1
2 24 (1/2) = (1/2)i i 0 (1/2) - (1/2)i 0 1
3 2+i -(1/2) - (1/2)i i 0 (1/2) - (1/2)i 0 1
4 | (8/5)=(3/5)i | -(1/10)+(7/10)i |  (2/5) + (1/5)i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
5 Ny (1/2) + (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)] 0 1
6 - (1/2) + (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
7 - -(3/2) + (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
8 Ny (3/2) + (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)] 0 1
9 i -(3/2) - (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
10 i (3/2) = (1/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
11 | -(4/5) +(3/5)i (1/10) - (7/10)i -(2/5) = (1/5)i 0 (1/2) = (1/2)i 0 -1
12 24 0 (1/2) - (1/2)i 0 1 (1/2) - (1/2)i 1
13 | (4/5)=(3/5)i | <(1/10) + (7/10)i | (2/5) + (1/5)i 0 -(1/2) - (1/2)i 0 1
14 | (4/5)—(3/5)i | -(1/10)+(7/10)i |  (2/5) + (1/5)i 0 (1/2) - (1/2)i 0 1
15 - -(3/2) + (3/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
16 i (3/2)0 + (3/2)i i 0 (1/2) + (1/2)i 0 1
17 | (4/5)=(3/5)i | -(7/10)-(1/10)i (4/5) — (3/5)i 0 (1/10) + (3/10)i 0 1
18 | (4/5)-(3/5)i | -0.1+(7/10)i (4/5) - (3/5)i 0 (1/10) + (3/10)i 0 1
19 1 i (1/3) - (1/3)i (1/2) + (1/2)i 0 0 1
20 -1 (1/2) - (1/2)i (1/3) = (2/3)i (1/14) - (1/14)i -(2/3) + (1/3)i (1/2) - (1/2)i -1
21 1 -(1/2) + (1/2)i (1/3) -(7/10) - (7/10)i (1/3)i (1/2) - (1/2)i -1
22 1 (1/2) + (1/2)i i -(1/2) + (1/2)i (1/3) (1/2) + (1/2)i 1
23 1 -(1/2) + (1/2)i (1/3) (1/2) + (1/2)i i (1/2) - (1/2)i 1
24 1 (1/2) = (1/2)i 1 (1/2) - (1/2)i (1/3)i (1/2) + (1/2)i 1
25 1 (1/2) + (1/2)i 1 (1/2) + (1/2)i (1/3)i (1/2) - (1/2)i 1
26 1 (1/2) - (1/2)i (1/3)i i (1/2) + (1/2)i 0 1
27 1 -(1/2) + (1/2)i (1/3) (1/2) + (1/2)i i (1/2) = (1/2)i 1
28 1 (1/2) - (1/2)i i (1/2) - (1/2)i (1/3) (1/2) - (1/2)i 1
29 1 (1/2) = (1/2)i (1/3)i (1/2) + (1/2)i 1 (1/2) = (1/2)i 1
30 1 -(1/2) + (1/2)i 1 (1/2) + (1/2)i (1/3)i (1/2) - (1/2)i 1
31 1 -(1/2) + (1/2)i 1 (1/2) + (1/2)i (1/3)i (1/2) - (1/2)i 1
32 1 (1/2) + (1/2)i (1/3)i (1/2) - (1/2)i 1 (1/2) + (1/2)i 1
33 i -(1/2) = (1/2)i (2/3) + (1/3)i -(2/7) = (2/7)i -(3/2) + (1/2)i 0 1
34 1 {1/2) + (1/2)i (1/3)i ((1111//11%)”_ (1/3) (1/2) - (1/2)i 1
35 1 (1/2) - (1/2) i (1/6) - (1/6) 1 1/2)-20 | 4
36 1 (1/2) = (1/2)i i (1/6) + (1/6)i 1 (1/2) = (1/2)i 1
37 1 1+i 1+ (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 0 0 1
38 1 10 {1/3) -1 (1/2) + (1/2)i 0 0 1
39 1-2i (1/3)i (13/20) = (11/20)i |  -(1/5) + (2/5)i (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1
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40 | (3/5)+@/5)i | -(3/10)+(1/20)i | (4/11) - (1/12)i (1/3) - (1/3)i (1/2) + (1/2)i 0 1
41 1 1-i i (1/2) + (1/2)i 0 0 1
82 | 3/5)-@/5)i | 77100+ a0y | @as)-qs)i | M2 G004 (1710 0 1
43 3 (1/10) + (1/10)i (19/17)i (1/10) - (1/10)i (1/3) (1/2) + (1/2)i 1
44 1 (1/10) + (1/10)i (19/17) -(1/10) + (1/10)i (1/3)i (1/2) + (1/2)i 1
45 1 i (1/2)i (1/5) (1/2)i i 1
46 1 1 -(1/2) (1/5)i -(1/2) 1 1
47 1 (1/2) = (1/2)i i -(1/2) + (1/2)i -(1/3) (1/2) + (1/2)i 1
48 1 (1/2) + (1/2)i (1/3)i A4 (1/2) - (1/2)i 0 1
49 1 -(1/2) + (1/2)i i -(1/2) + (1/2)i (1/3) (1/2) + (1/2)i 1
50 1 r (1/2) (3/5) + 0.0i (1/2) i 1
51 1 -(1/2) = (1/2)i (2/3) - (1/3)i (/7 = (/7 | (3/2)0+(1/2)i 0 1
52 | (3/5)+(4/5)i | -(3/10)+(1/10)i | -(2/11)+(1/11)i (1/3) + (1/3)i (1/2) - (1/2)i 0 1
53 1 -(1/2) = (1/2)i (2/3) + (1/3)i 1+i -(1/2) - (1/2)i 0 1
54 1 -(1/2) + (1/2)i (2/3) - (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1 (1/2) - (1/2)i 1
55 1 (1/2) = (1/2)i -(1/3) = (2/3)i -(1/2) + (1/2)i i (1/2) = (1/2)i 1
56 1 -(1/2) + (1/2)i (2/3) - (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1 -(1/2) + (1/2)i 1
57 1 (1/2) + (1/2)i -(2/3) + (1/3)i 1+i -(1/2) = (1/2)i 0 1
58 - 1 (1/4) - (1/4)i (4/9) + (1/9)i (1/7) + (2/14)i | (3/2)0=(1/2)i 1
59 1 -(1/2) + (1/2)i i -(1/2) + (1/2)i (1/3)=(2/3)i | -(1/2) +(1/2)i 1
60 1-2i (1/3) + (1/3)i (1/2) - (5/22)i -(2/5) + (2/5)i (1/3)i (1/2) + (1/2)i 1
61 1 -(1/2) + (1/2)i -(2/3) + (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1 -(1/2) = (1/2)i 1
62 1 (1/2) = (1/2)i 1 (1/2) - (1/2)i 2/3)+(1/3)i | -(1/2) +(1/2)i 1
63 1 -(1/2) = (1/2)i -(2/3) - (1/3)i 1+] -(1/2) = (1/2)i 0 1
64 1 (1/2) - (1/2)i -(2/3) - (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1 -(1/2) = (1/2)i 1
65 1 - -(1/2) 1 -(1/2) i 1
66 1 (1/2) - (1/2)i -(2/3) - (1/3)i (1/7) + (5/7)i (1/2) - (3/2)0i 0 1
67 | (3/5)+(4/5)i | (1/10)+(3/10)i | -(2/11)—(5/11)i (1/3) + (1/3)i -(1/2) = (1/2)i 0 1
68 1 (1/2) + (3/2)0i -(5/7) - (4/7)i (1/10) - (1/2)i (1/3)i -(1/2) + (1/2)i 1
69 1 (1/2) - (1/2)i 1 (1/2) + (1/2)i i (1/2) + (1/2)i 1
70 | -(3/5)=(4/5)i | -1+ (7/10)i -(2/3) = (1/3)i (1/70) - (1/10)i | (1/5)-(2/55)i | -(3/10)+(1/10)i | -1
71 1 (1/2) - (1/2)i i (1/2) - (1/2)i 1 (1/2) - (1/2)i 1
72 1 (1/2) = (1/2)i i 1-i -(1/2) = (1/2)i 0 1
73 1+2i (2/3)i -(2/13) +(1/13)i -(3/4) + (1/4)i 1 0 1
74 1 (1/2) = (1/2)i i (1/2) - (1/2)i 1-(2/3)i (1/2) + (1/2)i 1
75 142 (1/3) = (1/3)i A4 -(1/2) - (1/2)i 0 0 1
76 1 (1/2) - (1/2)i 2+ (1/3) - (1/3)i -(1/2) = (1/2)i 0 1
77 142 A-i -(1/3) + (1/3)i (1/2) + (1/2)i 0 0 1
78 | «(3/5)- (8/5) | <(1/10)+ (7/10)i | (2/5) - (1/5)i B -3) | (1/2)- /)i 0 1
79 | «(3/5)-(a/5) | <(1/10)+ (7/10)0 | -(2/5) - (1/5)i A/3)-(1/3)i | -(1/2)+(1/2) 0 1
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Zakljucak

7. Zakljucak

U ovoj disertaciji je data opSta kanoni¢na forma u kojoj mozZe da se predstavi
proizvoljan komplementarni par sekvence. Pokazana je veza izmedu komplementarnih
sekvenci i paraunitarnih matrica. Uveden je pojam omega vektora; on se moze izra¢unati
za svaki komplementarni par. Takode, za bilo koji omega vektor moze da se izracuna
komplementarni par. To zna¢i da izmedu komplemetarnih parova sekvenci i omega
vektora postoji preslikavanje 1-na-1.

Drugi znacajan rezultat je kompaktna kanoni¢na forma koja dovodi do realizacije
efikasnog korelatora. Do sada je u literature naveden efikasni korelator za standardne
binarne i polifazne sekvence. Sada se moze naéi za bilo koji par za Kkoji je stepen
kompaktnosti kanoni¢ne forme veliki. Direktnom primenom ove teorije izvedena je
dekompozicija Golejevog binarnog kernela duzine 10 i konstruisan efikasni korelator za
sekvence duzine 210V, Teorija je primenjena i za to da se nade rekurzivni algoritam za
16-QAM i 64-QAM komplementarne sekvence.

Teorija je takode primenjena na brojne kernele i nestandardne sekvence ali za sada se
nije pokazalo da postoje takve sekvence za koje postoji efikasni korelator. Kernel 10 je za
sada jedini izuzetak.

Dalji rad u ovom pravcu pre svega treba nastaviti na skupovima komplementarnih
sekvenci. Ta oblast je posebno interesantna za reSavanje PAPR problema u ODFM
sistemima.

Pored toga postoji nekoliko familija sekvenci koje nisu obuhvacene ovom
disertacijom a to su, recimo, ternarne komplementarne sekvence i Humanove
komplementarne sekvence. Te familije mogu biti zanimljive za primenu u radarstvu ali i
za neke druge primene.
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